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■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆
▲❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❡t ❧❛ ❧✐♥❣✉✐st✐q✉❡ s♦♥t ❧✐é❡s ❞❡♣✉✐s ❛ss❡③ ❧♦♥❣t❡♠♣s✳ ❏✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✱ ❝✬❡st
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❧✐♥❣✉✐st✐q✉❡ q✉✐ ❛ ✉t✐❧✐sé ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ♦✉t✐❧✱ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♣♦✉r ❧❛
sé♠❛♥t✐q✉❡✱ ♣✉✐s ♣♦✉r ❧❛ s②♥t❛①❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❣r❛♠♠❛✐r❡s ❝❛té❣♦r✐❡❧❧❡s✳
■❝✐ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐♥❣✉✐st✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ♦✉t✐❧ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ t❤ès❡
s✬❡st ❡♥ ❡✛❡t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ❉❡♠♦◆❛t q✉✐ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡t ❧❛
✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s é❝r✐t❡s ❡♥ ❧❛♥❣✉❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳
❈❡ ♣r♦❥❡t r❡♥tr❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ ❆❝t✐♦♥ ❈♦♥❝❡rté❡ ■♥❝✐t❛t✐✈❡ ✭❆❈■✮✱ s❡❝t✐♦♥ ✧◆♦✉✈❡❧❧❡s
✐♥t❡r❢❛❝❡s ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✧✳ ■❧ ❛ ❝♦♥❝❡r♥é tr♦✐s éq✉✐♣❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❝♦♠♣♦rt❛♥t ❞❡s
❧✐♥❣✉✐st❡s ❡t ❞❡s ❧♦❣✐❝✐❡♥s ✿
✕ éq✉✐♣❡ ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ▲❆▼❆✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❙❛✈♦✐❡ ❀
✕ ♣r♦❥❡t ❈❛❧❧✐❣r❛♠♠❡ ❞✉ ▲❖❘■❆✱ ◆❛♥❝② ❀
✕ éq✉✐♣❡ ▲❛tt✐❝❡✱ ❚❛▲❛◆❛✱ ❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s ❱■■✳
▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ s❡r❛ ✉♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ■❧ ❛✉r❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ♣❧✉s
❡♥ ❞ét❛✐❧ ❧❡ ❜✉t ❞✉ ♣r♦❥❡t✱ s❛♥s ❡♥tr❡r ❞❛♥s ❧❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ✉♥❡
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ ◆♦✉s ❞é❝r✐r♦♥s à ♣❛rt✐r ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés q✉❡
♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡♥❝♦♥tré❡s ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ré✢é❝❤✐ ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s t❡①t❡s
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s é❝r✐ts ❡♥ ❧❛♥❣✉❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳ ◆♦✉s é✈♦q✉❡r♦♥s ❞❡✉① ♦✉t✐❧s ❧✐♥❣✉✐st✐q✉❡s ✭❧❡s
❆❈●s ❡t ❧❛ ❙❉❘❚✮ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡t s❡r✈✐r à ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s
♣r❡✉✈❡s ❞❛♥s ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ r❡str❡✐♥t✳
❉❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐r♦♥s ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ r❡str❡✐♥t✱ q✉✐ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞✬êtr❡ ✉♥
✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡♥ ❧❛♥❣✉❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡t ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ♣❛r ♠❛❝❤✐♥❡✳ ■❧
s✬❛❣✐t ❡♥ ❢❛✐t ❞✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ♣❛r rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥✳ ❈❡ ❧❛♥❣❛❣❡
❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬êtr❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ q✉❡ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ♥❛t✉r❡❧✱ ❡t ❞✬êtr❡ ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❢♦r♠❡❧❧❡✲
♠❡♥t✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ♣❤r❛s❡ ❞❛♥s ❝❡ ❧❛♥❣❛❣❡✱ ❞✬❡①tr❛✐r❡ ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡
rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥✱ q✉✐ ❞❡✈r♦♥t êtr❡ ✈❛❧✐❞é❡s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ♣♦✉r ❧❡s rè❣❧❡s
❝♦♠♣❧❡①❡s ❝♦♠♠❡♥t ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞♦♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❛ss✉r❡ ❧❡✉r ✈❛❧✐❞✐té✳ ▲❛ s②♥t❛①❡
❞❡ ❝❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ♣❡♥s❡r à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ▼✐③❛r✱ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ✐❧ ✉t✐❧✐s❡ ♣❡✉
❞❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡✱ ♠❛✐s s♦♥ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ❢❛✐t t♦✉❥♦✉rs ❛♣♣❡❧ à ✉♥
❞é♠♦♥str❛t❡✉r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ s✉✐✈r❡ ❧❡s ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s✳
▲❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s❡r❛ ❝♦♥s❛❝ré à ✉♥ ♣♦✐♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✱ ❡♥tr❛♥t t♦✉❥♦✉rs
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐r♦♥s ❡♥ ❡✛❡t ✉♥ λ✲❝❛❧❝✉❧ t②♣é ❢❛✐s❛♥t ♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❆❈●s✳ ❙✉r ❝❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✱ q✉✐ ❝♦♠♣♦rt❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❞❡✉① t②♣❡s
❞❡ ✢è❝❤❡s✱ ♥♦✉s ❞é♠♦♥tr❡r♦♥s ❞❡s ♣r♦♣r✐étés t❤é♦r✐q✉❡s s✉r ❧❡ t②♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s
t❡r♠❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① ✢è❝❤❡s ❡t ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ✢è❝❤❡s s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡s✳
❱♦✉❧♦✐r ❢❛✐r❡ ❞✐s♣❛r❛îtr❡ ❝❡s ✢è❝❤❡s s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡s r❡✈✐❡♥t à ❝❤❡r❝❤❡r ❞❡s ❢r❛❣♠❡♥ts ❞❛♥s
❧❡sq✉❡❧s ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❡ ❢❛✐r❡✳
❉❛♥s ❧❡ q✉❛tr✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❞é❝r✐r♦♥s ❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r q✉✐ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣♦✉r ❝❡
♣r♦❥❡t✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧❡s rè❣❧❡s ❞é❝r✐t❡s ♣❛r ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ r❡str❡✐♥t✳ ❈✬❡st
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ♣❛r rés♦❧✉t✐♦♥✱ q✉✐ ❢❛✐t ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r❡ss❡✉s❡
❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t à ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ ■❧ ② ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s
q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦r❞♦♥♥❡r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s✱ q✉✐ ♣r♦✈✐❡♥t
❞❡s ✐♥❞✐❝❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ r❡str❡✐♥t✳ ◆♦✉s ♣❛r❧❡r♦♥s ❞❡s str❛té❣✐❡s
♠✐s❡s ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r s♦♥ ❡✣❝❛❝✐té✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s s✉❜s♦♠♣t✐♦♥s✱ ❧❛
sé♣❛r❛t✐♦♥ s❛♥s sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳
▲❡ ❝✐♥q✉✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡✱ ❞♦♥t ❧❡
❞é♠♦♥str❛t❡✉r ❡st ❧❛ ❜❛s❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥
❝❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡ à ❝❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❡t ❞❡ ❞♦♥♥❡r q✉❡❧q✉❡s str❛té❣✐❡s ❝♦♠♣❧èt❡s✳
❊♥ ❢❛✐t✱ ❞❡✉① s②stè♠❡s s❡r♦♥t ❞♦♥♥és✱ ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❛♣♣❡❧é s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❡t ✉♥ s❡❝♦♥❞
❛♣♣❡❧é s②stè♠❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té✳ ▲❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❡t ❞❡ str❛té❣✐❡s ❞♦♥♥é❡s s❡r♦♥t
s②♥t❛①✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡✱ ❡t sé♠❛♥t✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té✳ ❈❡s
❞❡✉① s②stè♠❡s ♣❡✉✈❡♥t ❢❛✐r❡ ♣❡♥s❡r à ❧❛ ❢♦✐s à ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ❞❡ ▼✳ P❛r✐❣♦t ✭❝❢✳ ❬P❛❪✮
❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ✐❧ s✬❛❣✐t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ rè❣❧❡s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡t ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡
❆✳ ●✉❣❧✐❡❧♠✐ ✭❝❢✳ ❬❇r✉❚✐❪✮ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❞❡s rè❣❧❡s ❡t ♦ù
❧✬♦♥ ✈♦✐t ✉♥❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥s✳
✸❈❍❆P■❚❘❊ ✶
P❘➱❙❊◆❚❆❚■❖◆ ●➱◆➱❘❆▲❊ ❉❯ P❘❖❏❊❚
✶✳✶ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❛ss✐sté❡ ♣❛r ♦r❞✐♥❛t❡✉r
✶✳✶✳✶ ▲❡s ❛ss✐st❛♥ts ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥
■❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛ss✐st❛♥ts ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✱ ♣❛r♠✐ ❧❡sq✉❡❧s ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝✐t❡r ✿
• ❆❧❢❛ ✭✷✵✵✵✱ ❝❢✳ ❬❆❧❢❛❪✮ ✿ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ s✉❝❝❡ss❡✉r ❞❡ ❧✬é❞✐t❡✉r ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ❆▲❋✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t
❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❜❛sé s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t②♣❡s
❞❡ ▼❛rt✐♥✲▲ö❢✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s t❤é♦r✐❡s✱ ♣❛r ❧❡s ❛①✐♦♠❡s ❡t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡
❞é❞✉❝t✐♦♥✱ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡r ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡✉rs ♣r❡✉✈❡s✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ét❛♣❡s
❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ♣♦✉r ❡♠♣ê❝❤❡r ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❡rr♦♥é❡s✳
• ❆✉t♦♠❛t❤ ✭✶✾✻✼✱ ❝❢✳ ❬❆✉t♦❪✮ ✿ ❆✉t♦♠❛t❤ ❡st ❜❛sé s✉r ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❝réé ♣❛r ◆✳●✳ ❞❡
❇r✉✐❥♥ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❣r❛♥❞❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❥❡t ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠❛t❤é✲
♠❛t✐q✉❡s✳ ❈❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❞❡s ❛ss✐st❛♥ts ❞❡ ♣r❡✉✈❡s
❜❛sés s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t②♣❡s t❡❧s q✉❡ ❈♦q✳
• ❈♦q ✭✶✾✽✺✱ ❝❢✳ ❬❈♦q❪✮ ✿ ❈✬❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❢♦r✲
♠❡❧❧❡s✳ ▲❡s ♣r❡✉✈❡s s♦♥t ♠é❝❛♥✐q✉❡♠❡♥t ✈ér✐✜é❡s ♣❛r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬é♥♦♥✲
❝❡r ❞❡s t❤é♦rè♠❡s✱ ❞❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ❡t ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡♠❡♥t
❧❡✉rs ♣r❡✉✈❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ t❛❝t✐q✉❡s✳ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s
✐♥❞✉❝t✐✈❡s✱ ét❡♥❞✉ ❛✈❡❝ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❞❡s t❤é♦r✐❡s✳
• ❊❚P❙ ✭✶✾✽✻✱ ❝❢✳ ❬❚P❙❪✮ ✿ ❈❡t ♦✉t✐❧ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ❚P❙ ✭t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈✐♥❣
s②st❡♠✮✱ ❡t ❡st ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❧❡s ét✉❞✐❛♥ts✱ ❛✜♥ q✉✬✐❧s ♣✉✐ss❡♥t ♣r♦✉✈❡r ❞❡s t❤é♦rè♠❡s
✐♥t❡r❛❝t✐✈❡♠❡♥t✳
• ■s❛❜❡❧❧❡ ✭✶✾✾✶✱ ❝❢✳ ❬■s❛❪✮ ✿ ❈♦♠♣❛ré ❛✉① ❛✉tr❡s ♦✉t✐❧s✱ ■s❛❜❡❧❧❡✱ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r P❛✉❧s♦♥
❡t ◆✐♣❦♦✈ ❬◆✐P❛❪✱ s❡ ✈❡✉t ✢❡①✐❜❧❡✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛ss✐st❛♥ts ❞❡ ♣r❡✉✈❡ s♦♥t ❝♦♥str✉✐ts
❛✉t♦✉r ❞✬✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❝❛❧❝✉❧ ❢♦r♠❡❧✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✳ ■s❛❜❡❧❧❡ ❛
❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬❛❝❝❡♣t❡r ✉♥❡ ✈❛r✐été ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❢♦r♠❡❧s✳ ▲❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞✐str✐❜✉é❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛
❧♦❣✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬❛①✐♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✱ ❡t
♣❧✉s✐❡✉rs ❛✉tr❡s✳
• ▲❊●❖ ✭✶✾✾✹✱ ❝❢✳ ❬▲❊●❖❪✮ ✿ ❯♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ✐♥t❡r❛❝t✐❢✱ ✐♠♣❧é✲
♠❡♥té ♣❛r ❘❛♥❞② P♦❧❧❛❝❦ ❬P♦❪✳ ■❧ ✐♠♣❧é♠❡♥t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs s②stè♠❡s ❞❡ t②♣❡s ✿
❧❡ ✬▲♦❣✐❝❛❧ ❋r❛♠❡✇♦r❦✬ ❞✬❊❞✐♠❜♦✉r❣✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧✐sé ❡t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ✉♥✐✜é❡ ❞❡s t②♣❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts✳
▲❡s ♣r❡✉✈❡s s♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞❛♥s ❧❡ st②❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳ ▲❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬❛r✲
❣✉♠❡♥t ❡t ❧❡ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣r♦❝❤❡ ❞❡s ♠❛t❤é✲
✹♠❛t✐q✉❡s ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡s✳
• ▼✐③❛r ✭✶✾✼✸✱ ❝❢✳ ❬▼✐③❛r❪✮ ✿ ▲❡ s②stè♠❡ ▼✐③❛r ❡st ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ▼✐③❛r✱
❞ér✐✈é ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐❜❧❡
♣❛r ❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s ❡t ❛ss❡③ r✐❣♦✉r❡✉① ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ✈ér✐✜❡r ❧❡s ♣r❡✉✈❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥
♦r❞✐♥❛t❡✉r✳ ▲❡ ♣r♦❥❡t ❛ ♣♦✉r ❜✉t ♣r✐❝✐♣❛❧✱ ❞❡♣✉✐s ✶✾✽✾✱ ❞❡ ❝ré❡r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬❛rt✐❝❧❡s✱
❛♣♣❡❧és ❛rt✐❝❧❡s ▼✐③❛r✱ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❛✐♥s✐ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ✈❛❧✐❞é❡s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✳ ❈❡tt❡
❜❛s❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❞❡ ✹✵✵✵✵ t❤é♦rè♠❡s✳
• P❤♦❳ ✭✶✾✾✹✱ ❝❢✳ ❬P❤♦❳❪✮ ✿ ❈❡t ❛ss✐st❛♥t ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡
s✉♣ér✐❡✉r ❡t ❡st ❡①t❡♥s✐❜❧❡✳ ❯♥ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st ❞✬êtr❡ ❧❡ ♣❧✉s ❝♦♥✈✐✲
✈✐❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❡t ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡r ♣❡✉ ❞❡ t❡♠♣s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ét❛♥t ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r
❧✬❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t ❛✉♣rès ❞❡s ét✉❞✐❛♥ts ❞❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳
✶✳✶✳✷ ❉❡s ♦✉t✐❧s ♣❧✉s ❝♦♥✈✐✈✐❛✉①
P❡♥❞❛♥t ❧♦♥❣t❡♠♣s ♣❡✉ ❞❡ ❝❡s ❛ss✐st❛♥ts ét❛✐❡♥t ❞♦tés ❞✬✉♥ ♠♦❞❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥✈✐✲
✈✐❛❧✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s ❧❡s ♣r❡✉✈❡s é❝r✐t❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ❛ss✐st❛♥t ❞♦♥♥é ❞❡♠❛♥❞❡♥t ✉♥❡
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s à ❝❡❧✉✐✲❝✐✳
❉❡♣✉✐s q✉❡❧q✉❡s ❛♥♥é❡s✱ ✐❧ ② ❛ ❧❛ ✈♦❧♦♥té ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧❡s ❛ss✐st❛♥ts ♣❧✉s ❝♦♥✈✐✈✐❛✉①✱ ♣❡r♠❡t✲
t❛♥t ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳
• ❙✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❆❧❢❛✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ●❋ ✭●r❛♠♠❛t✐❝❛❧ ❋r❛♠❡✇♦r❦✱ ✷✵✵✷✮ ❞❡ ❆❛r♥❡
❘❛♥t❛ ✭❝❢✳ ❬❘❛✸❪✮ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛❞✉✐r❡ ❧❡s é♥♦♥❝és ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s ❡♥ ✉♥
t❡①t❡ ❡♥ ❧❛♥❣✉❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ●❋ ❡st ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r é❝r✐r❡
❞❡s ❣r❛♠♠❛✐r❡s✳ ■❧ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ❣r❛♠♠❛✐r❡s ♠✉❧t✐✲❧❛♥❣✉❡s✱
❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡sq✉❡❧❧❡s ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ❞❡s tr❛❞✉❝t✐♦♥s ❡t ❞❡s
✐♥tér❛❝t✐♦♥s ❤♦♠♠❡✲♠❛❝❤✐♥❡✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡ ❆❧❢❛ ♣❡✉t ❛❧♦rs r❡❧✐r❡ s❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❛♥s ✉♥
❧❛♥❣❛❣❡ ♥❛t✉r❡❧✱ ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❛❣ré❛❜❧❡✳
• ❉❛♥s ❧✬♦✉t✐❧ ❞✬❛✐❞❡ à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❈♦q ✭✶✾✽✺✮✱ ❞❡s ♦✉t✐❧s s♦♥t ❝réés ♣♦✉r r❡♥❞r❡ ♣❧✉s ❛❣ré❛❜❧❡
❧❛ tâ❝❤❡ ❞✉ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥✳
✕ ❧❡ ✬♣r♦♦❢✲❜②✲♣♦✐♥t✐♥❣✬ ✭❝❢✳ ❬❇❡❑❛❚❤❡❪✮ ❡st ✉♥ ♦✉t✐❧ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ s❛ ♣r❡✉✈❡ ❡♥
sé❧❡❝t✐♦♥♥❛♥t ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♦✉ ❧❡ ❜✉t ❝♦✉r❛♥ts✱ ❡t ❞✬♦✉❜❧✐❡r
❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡✳ ❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s sé❧❡❝t✐♦♥s✱ ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s s♦♥t ♣r♦♣♦sé❡s✳
❈❡❧❧❡s✲❝✐ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡s ❡t ❢♦♥t ❞♦♥❝ ❛✈❛♥❝❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳
✕ ❲✐❦✐❈♦q❲❡❜ ❡st ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ▲♦ï❝ P♦tt✐❡r✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st
❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s✱ ❡t ❧❡s
♣r❡✉✈❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s é❝r✐t❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❈♦q✳ ❈❡tt❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❡r♠❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡
❞é✜♥✐r ❞❡s t❡r♠❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s✉r❝❤❛r❣és ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♦♠♠❡ ♣❡✉t
êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❡t ♣♦✉r ❧❡s ré❡❧s✮✳ ■❧ ② ❛ ❛❧♦rs ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥
q✉✐ ❝❤❡r❝❤❡ ❧❡ ❜♦♥ é❧é♠❡♥t à ❞♦♥♥❡r ❧♦rs ❞❡ ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❈♦q✳
✕ ▼▼♦❞❡ ✭❝❢✳ ❬●✐❲✐❪✮ ❡st ✉♥ ♠♦❞❡ ▼✐③❛r ♣♦✉r ❈♦q✱ ♣♦✉r s❛ ✈❡rs✐♦♥ ✼✳✹✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st
❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❞é❝❧❛r❛t✐❢✱ ❝♦♠♠❡ ❡♥ ♣♦ssè❞❡♥t ❆✉t♦♠❛t❤✱ ❆❧❢❛ ❡t
▼✐③❛r✱ ♣❛r ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ❛✉① ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ♣r♦❝é❞✉r❛✉① q✉❡ ❧✬♦♥ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❈♦q
❡t ■s❛❜❡❧❧❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❡st ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t q✉❡ ❞❛♥s ❧❡
♠♦❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❛❧✱ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♣❛rt ❞✉ ❜✉t ❡t r❡♠♦♥t❡✱ t❛♥❞✐s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞❡ ❞é❝❧❛r❛t✐❢ ❧❛
♣r❡✉✈❡ ❛✈❛♥❝❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✈❡rs ❧❡ ❜✉t✳ ▲❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s très
❜✐❡♥ ét❛❜❧✐❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞❡s✳
✺• ▲❡ s②stè♠❡ ❊❚P❙ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré♦r❞♦♥♥❡r ❧❡s ♣r❡✉✈❡s✱ ❡✛❛❝❡r ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡✱
♥✬❛✣❝❤❡r q✉❡ ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❛❝t✐✈❡s ❞❡s ♣r❡✉✈❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ s❛✉✈❡r ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ✐♥❝♦♠♣❧èt❡s✳
❯♥ é❞✐t❡✉r ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ♣❡r♠❡t ❛✉① ét✉❞✐❛♥ts ❞✬❡①tr❛✐r❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s q✉✐
❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ❡t ❞✬❡♥ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s à ♣❛rt✐r ❞✬❡❧❧❡s✳
• ❯♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ■s❛❜❡❧❧❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ ■s❛r ✭❝❢✳ ❬❲❡✶❪✮✱ ❡st ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ q✉✐ ♣❡r✲
♠❡t ❞❡ str✉❝t✉r❡r ❧❡s ♣r❡✉✈❡s✱ ❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s t❡①t❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐❜❧❡s ♣❛r
❧✬❤✉♠❛✐♥ ✭❛✐♥s✐ q✉❡ ♣❛r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡✮✳ ▲❡ ♥♦♠ ■s❛r ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛ ❡♥ ❢❛✐t
été ✐♥s♣✐ré❡ ♣❛r ▼✐③❛r✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥t❡r♥❡✱ ■s❛r ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ à ét❛ts
❛✈❡❝ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s q✉✐ ❛♥❛❧②s❡♥t ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡✳ ■❧ ② ❛ ❞❡✉①
♠♦❞❡s✱ ✉♥ q✉✐ ❛✉t♦r✐s❡ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡♥ ❛✈❛♥t✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞✬❡①♣r✐✲
♠❡r ❞❡s ❢❛✐ts✱ ✉♥ q✉✐ ❛✉t♦r✐s❡ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡♥ ❛rr✐èr❡✱ ❡♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s
t❛❝t✐q✉❡s ✉s✉❡❧❧❡s ❞❡ ■s❛❜❡❧❧❡✳
• ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ▼✐③❛r✱ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ✐♥✐t✐❛❧ ❡st ❞é❥à ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐❜❧❡ ②
❝♦♠♣r✐s ♣❛r ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s ♥♦♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳
• ❙✉r ❧✬❛ss✐st❛♥t P❤♦❳ ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és ♣❧✉s✐❡✉rs s②stè♠❡s ✿
✕ ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❛♣♣❡❧é ♠❡♥✉ ❝♦♥t❡①t✉❡❧ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❛✉① ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❞❡
❢❛✐r❡ ❧❡✉rs ♣r❡✉✈❡s ♣r❡sq✉❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉r✐s✱ ❡♥ ❝❧✐q✉❛♥t s✉r ❧❡s
❤②♣♦t❤ès❡s à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r✱ ♦ù à ✉t✐❧✐s❡r ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✳ ❊♥ ❝❡ s❡♥s ✐❧ ❡st très
♣r♦❝❤❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✬♣r♦♦❢✲❜②✲♣♦✐♥t✐♥❣✬ ❞❡ ❈♦q✳ ❊♥s✉✐t❡ ✉♥ t❡①t❡ ❡♥ ❧❛♥❣✉❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡
❡st ❢♦r♠é✱ ❞♦♥♥❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❡♥ ❢r❛♥ç❛✐s✳
✕ ✐❧ ❛ ❛✉ss✐ été ❞é✈❡❧♦♣♣é ♥❡✇❴❝♦♠♠❛♥❞✱ ❞♦♥t ❧❡ ❜✉t ❡st ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬é❝r✐r❡ ❞❡s
♣r❡✉✈❡s ❞❛♥s ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ très r❡str❡✐♥t ♠❛✐s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❧❛♥❣✉❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳ ❖♥ s❡
r❛♣♣r♦❝❤❡ ✐❝✐ ❞❡ ❧✬✐❞é❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ▼✐③❛r✱ ♠❛✐s ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❡st
❞✐✛ér❡♥t❡ ❝❛r ❡❧❧❡s ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✬✉♥ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳
✶✳✶✳✸ ❉❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧s
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ❞❡s ♦✉t✐❧s ❝♦♥✈✐✈✐❛✉① s♦♥t ❜❛sés
s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❧❛♥❣✉❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳
▲❡ ♣❧✉s ❝é❧è❜r❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡✉①✱ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ▼✐③❛r✱ ❛ ✐♥s♣✐ré ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ■s❛r ❡t ▼▼♦❞❡✳ ❈♦♠♠❡
♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s s✐❣♥❛❧é ♣♦✉r ▼▼♦❞❡✱ ❝❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ♦♥t ♣♦✉r ❜✉t ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✬êtr❡ ❧✐s✐❜❧❡s
♣❛r t♦✉t ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬êtr❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❞é❝❧❛r❛t✐❢s✳ ❆✐♥s✐ ❧❡s
♣r❡✉✈❡s ♣❛rt❡♥t ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣♦✉r ❛❜♦✉t✐r ❛✉ ❜✉t✳
❯♥❡ ❛✉tr❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ✈♦✐r ❡st q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❛❧ ♦♥ s✬❛tt❛❝❤❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❧✉s à
✐♥❞✐q✉❡r ❝❡ q✉✐ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♣❧✉tôt q✉❡ ❝♦♠♠❡♥t ❧✬♦❜t❡♥✐r✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❛❥♦✉té❡s ❞❛♥s ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✱ ❡t
❛✐♥s✐ ♦♥ ❥✉st✐✜❡ ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ♣❛r ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ♣ré♠✐ss❡s✱ ❡t ♥♦♥ ♣❛r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡
rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥s✳ ❯♥ t❡❧ ♠♦❞❡ ❡st ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❡♥ ❧❛♥❣✉❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡
♠♦❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❛❧✳
■❧ ❞❡♠❛♥❞❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧✬✉s❛❣❡ ❞✬✉♥ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❥✉st✐✜❡r ❧❡s ét❛♣❡s
❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
✕ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ▼✐③❛r✱ ❝✬❡st ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❛♣♣❡❧é ❥✉st✐✜❡r q✉✐ s❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ ❝❡❧❛✳ ■❧ ❛ ♣♦✉r
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ♣ré❢ér❡r ❧❛ r❛♣✐❞✐té à ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s
❞♦✐✈❡♥t ♣❛ss❡r ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ✭♦✉ ♣r❡sq✉❡✮✱ ♦✉ ❜✐❡♥ é❝❤♦✉❡r✱ ❝❡ q✉✐ ♦❜❧✐❣❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r
à é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞ét❛✐❧❧❡r ♣❧✉s s❛ ♣r❡✉✈❡✳
✻✕ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ■s❛r✱ ❧❛ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ♣✉✐ss❛♥t❡ q✉❡ ♣♦✉r ▼✐③❛r✱ ❡t ✉t✐❧✐s❡ ♣❧✉s ❞❡
t❛❝t✐q✉❡✳ ❆❧♦rs q✉❡ ▼✐③❛r ♥✬❛ q✉❡ ❞❡✉① t❛❝t✐q✉❡s✱ ❜② ❡t ❢r♦♠✱ ■s❛r ❡♥ ✉t✐❧✐s❡ ♣❧✉s ✿ r✉❧❡✱
s✐♠♣❧✱ ❜❧❛st ✭r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts✮✱ ❛✉t♦ ❡t ❛r✐t❤✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t ❡♥
❣é♥ér❛❧ ♣❧✉s ♣✉✐ss❛♥t❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ▼✐③❛r✳
✕ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ▼▼♦❞❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ✈❡rs✐♦♥s ♠♦❞✐✜é❡s ❞❡s t❛❝t✐q✉❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❈♦q ❝♦♠♠❡ ❛✉t♦
■❧ ❡①✐st❡ ❞✬❛✉tr❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❝❡ st②❧❡ ✿
• ❉❊❈▲❆❘❊ ✭❝❢✳ ❬❙②❪✮ ❡st ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞é❝❧❛r❛t✐❢ ❜❛sé s✉r tr♦✐s ♣r✐♥❝✐♣❡s ✿
✕ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❡t ❡♥r✐❝❤✐ss❡♠❡♥t ❀
✕
✕ ❛♣♣❡❧ à ❧✬❛✉t♦♠❛t✐s❛t✐♦♥✳
▲❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ❡st à ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ▼✐③❛r très r❛♣✐❞❡✳ ❈❤❛q✉❡ ❜✉t à ♣r♦✉✈é ❡st
tr❛✐té ✿ s✐♠♣❧✐✜é✱ sé♣❛ré ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛s q✉✐ s♦♥t ♣r♦✉✈és ♣❛r ✉♥ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①✳
• ❙P▲ ✭❝❢✳ ❬❩❛❪✮ ❡st ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞é❝❧❛r❛t✐❢ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❍❖▲ ✭❝❢✳
❬❍❖▲❪✮✱ é❣❛❧❡♠❡♥t ❜❛sé s✉r ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ▼✐③❛r✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ❡♥ ♣❧✉s ❡①t❡♥s✐❜❧❡✳
▲✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣❡✉t ❡♥ ❡✛❡t ét❡♥❞r❡ ❧❛ s②♥t❛①❡ ❡t ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ♣❡♥❞❛♥t
❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ t❤é♦r✐❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s
♣r❡✉✈❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s ❡t ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡s✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ❧✐s✐❜✐❧✐té✳ ▲❡s ♣r❡✉✈❡s
é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❝❡ ❧❛♥❣❛❣❡ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ❣râ❝❡ à ✉♥ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s
t❛❜❧❡❛✉① ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❛✈❡❝ é❣❛❧✐té✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❛❧♦rs ❝♦♥s✐❞éré❡
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❍❖▲✳
• ❙❆❉ ✭❝❢✳ ❬▲②P❛❱❡❪✮✱ ✉♥ s②stè♠❡ ❯❦r❛✐♥✐❡♥ ✭✷✵✵✻✮✱ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ s✉r tr♦✐s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡
r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ✿
✶✳ ▲❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ t❡①t❡✱ ♦ù ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st é❝r✐t❡ ❞❛♥s ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ r❡str❡✐♥t ❢♦r♠❡❧ ❀
✷✳ ▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉✱ ♦ù ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉r ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡
❡st s✐♠♣❧✐✜é ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s ❀
✸✳ ▲❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s ♥✐✈❡❛✉✱ ♦ù ❧✬♦♥ ❢❛✐t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡s s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❞❛♥s ✉♥
❞é♠♦♥str❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳
❈❡ s②stè♠❡ ❡st s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❛✉ ♥♦tr❡✱ q✉✐ ❝♦♠♣♦rt❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s tr♦✐s
ét❛♣❡s✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❞❛♥s ❙❆❉ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣❡✉t ❛❣✐r ❧❡
r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ✐❝✐✳ ▼❛✐s ❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r✱ ❞❛♥s
♥♦tr❡ ❝❛s✱ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❞❛♥s ❙❆❉ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡s t❛❜❧❡❛✉①✳
✶✳✶✳✹ ❱❡rs ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❡♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ♥❛t✉r❡❧
▲❡ ♣r♦❥❡t ❉❡♠♦◆❛t s✬❛tt❛❝❤❡ t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥ ♠♦❞❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡
✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐❜❧❡✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❝❡✉① q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❡♥ ❛❧❧❛♥t ♠ê♠❡ ♣❧✉s ❧♦✐♥ ✿ ❛♥❛❧②s❡r ❡t ✈❛❧✐❞❡r ❞❡s ♣r❡✉✈❡s é❝r✐t❡s ❡♥
❧❛♥❣✉❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ❞♦♥❝ s❛♥s r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡✳
▲✬✐❞é❛❧ ❡♥ ❡✛❡t ♣♦✉r ❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥ s♦✉❤❛✐t❛♥t ❝❡rt✐✜❡r s❡s ♣r❡✉✈❡s s❡r❛✐t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r
✼é❝r✐r❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❧❡ ❢❛✐t s✉r ❧❡ ♣❛♣✐❡r✱ ❞❛♥s ✉♥ ❛ss✐st❛♥t ❞❡ ❞é♠♦♥s✲
tr❛t✐♦♥ q✉✐ s❡r❛✐t ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ s❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❡s ✈❛❧✐❞❡r✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ❞❡s t❡♥t❛t✐✈❡s ❡♥ ❝❡ s❡♥s ♦♥ ❞é❥à été t❡♥té❡s✳
• ❱❡rs ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✻✵✱ P❛✉❧ ❆❜r❛❤❛♠s ❛ ❝❤❡r❝❤é à é❝r✐r❡ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡♥ ▲✐s♣ ♣❡r✲
♠❡tt❛♥t ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧✐✈r❡s✳ ■❧ ❛ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❛ss❡③
✈✐t❡ ❞✉ r❡♥♦♥❝❡r à ❝❡ ♣r♦❥❡t✱ ❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés ét❛♥t très ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❡♥ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❡✛❡❝t✉❡r ❧✬❛♥❛❧②s❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♥é❝❡s✲
s❛✐r❡✳ ■❧ ❛ ❛❧♦rs ❞é✜♥✐ ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❢♦r♠❡❧ ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ r❡str❡✐♥t ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡✉✈❡✱ ❡t ✐♠♣❧é♠❡♥té Pr♦♦❢❝❤❡❝❦❡r ✭❝❢✳ ❬❆❜❪✮✱ q✉✐ ❛✈❛✐t ♣♦✉r ❜✉t ❞❡
✈ér✐✜❡r s✐ ❧❡ t❡①t❡ ❞✬❡♥tré❡ ✈ér✐✜❛✐t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s✳
• ❯♥ ❛✉tr❡ s②stè♠❡✱ ◆t❤❝❤❡❝❦❡r ✭❝❢✳ ❬❙✐❪✮✱ ❞é❞✐é ❛✉① ♣r❡✉✈❡s ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❡t ❝réé
♣❛r ❙✐♠♦♥ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡s ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s✱ ❡t ❞❡
❧❡s ✈ér✐✜❡r✳ ▼❛✐s ❝❡ s②stè♠❡ ♥✬❛ ❛❞♦♣té ♥✐ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❧✐♥❣✉✐st✐q✉❡✱ ♥✐ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ♣♦✉r
♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ t②♣❡ ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ❧❡s t❡①t❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳
❈❡ s②stè♠❡ r❡st❡ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❛ss❡③ ❧✐♠✐té✳
• ❈❧❛✉s ❩✐♥♥ ✭❝❢✳ ❬❩✐❪✮ ❛ ❝❤❡r❝❤é à ét✉❞✐❡r ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ ❧❛ ❉❘❚ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ♠❛t❤é✲
♠❛t✐q✉❡s tr♦✉✈é❡s ❞❛♥s ❞❡s ❧✐✈r❡s✱ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ♣❧✉s t❛r❞
✈ér✐✜é❡ ♣❛r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❉❘❚✱ ❞♦♥t ♥♦✉s r❡♣❛r❧❡r♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t
❞❛♥s ✶✳✹✳✶✱ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❞✐s✲
❝♦✉rs ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳ ❈❧❛✉s ❩✐♥♥ ♣r♦♣♦s❡ ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s
✭P❘❙s ♣♦✉r Pr♦♦❢ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❙tr✉❝t✉r❡s✮✱ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛
str✉❝t✉r❡ ❞✉ ❞✐s❝♦✉rs ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳ ■❝✐ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡ ❡st ❧❛ ❙❉❘❚✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s
❧❡ ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ✶✳✹✳✶✳
▲❛ s✉✐t❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❡ ♣r♦❥❡t✳ ◆♦✉s ❞é❝r✐r♦♥s ❝❡ q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ ❛♥❛❧②sé✱
q✉❡❧ ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡t ❡♥✜♥ ❝♦♠♠❡♥t ❞♦✐t êtr❡ tr❛✐té ❝❡ rés✉❧t❛t ♣♦✉r q✉❡
❧❛ ♣r❡✉✈❡ s♦✐t ✈❛❧✐❞é❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ❞❡ tr❛❞✉✐r❡ ❧❡ t❡①t❡ ❡♥ ❧❛♥❣✉❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ✈❡rs ✉♥
❧❛♥❣❛❣❡ r❡str❡✐♥t✱ q✉✐ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❞é❝❧❛r❛t✐❢✳
▲❡ t❡①t❡ tr❛❞✉✐t ❞♦✐t ❛❧♦rs êtr❡ ❥✉st✐✜é✱ ❡t ♣♦✉r ❝❡❧❛ ✉♥ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞♦✐t
êtr❡ ✉t✐❧✐sé✳ ■❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❛♥s ❝❡ s②stè♠❡ ♣❧✉s✐❡✉rs t❛❝t✐q✉❡s✱ ♠❛✐s ✉♥❡ s❡✉❧❡✱ q✉✐ ❡st ❧✬❛♣♣❡❧
à ✉♥ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r q✉✐ ❛ ♣♦✉r tâ❝❤❡ ❞❡ s✉✐✈r❡ ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳
▲❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥♥❡r ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ✐❞é❛❧✱ q✉✐
♥✬❡st à ❝❡ ❥♦✉r ♣❛s ✐♠♣❧é♠❡♥té✳ P❛r ✐❞é❛❧ ♥♦✉s ❡♥t❡♥❞♦♥s ♥❡ ♣❛s ♠❡ttr❡ ❞❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡ à ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡
❛ ❞♦♥❝ ♣❧✉s ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ♠♦t✐✈❡r ❧❛ s✉✐t❡ q✉❡ ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❝❡ q✉✐ ❛ été ❢❛✐t
❞✉r❛♥t ❝❡s tr♦✐s ❛♥s ♣❛r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s éq✉✐♣❡s q✉✐ ♦♥t ♣❛rt✐❝✐♣é ❛✉ ♣r♦❥❡t✳
✶✳✷ ❯♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❡♥ ❧❛♥❣✉❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ✳✳✳
✶✳✷✳✶ ▲❡ ❝❛❞r❡
❉é❝r✐✈♦♥s ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣♦✉r ❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥ q✉✐ s♦✉❤❛✐t❡ ✈ér✐✜❡r s❛ ♣r❡✉✈❡ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t à
❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r✳
✽❆✉ t♦✉t ❞é❜✉t✱ ♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝❛❞r❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞♦♥♥❡ ❧❡s
♣ré✲r❡q✉✐s ♣♦✉r ❝❡ q✉✐ ✈❛ s✉✐✈r❡✳ ❈❡ ♣❡✉t êtr❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s
❞é❥à ❛q✉✐s❡s ❡t ✐❧ s✬❛❣✐t ❛❧♦rs ❞✬✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛t✐♦♥ ❞❡ t❤é♦r✐❡s ♣♦✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❈❡ ♣❡✉t ❛✉ss✐
êtr❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦t✐♦♥s ❡t ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥❡ ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡✳
❆♣rès ❛✈♦✐r ❞♦♥♥é ❧❡s ❜❛s❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡ tr❛✈❛✐❧ s❡r❛ ❢❛✐t✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞♦♥♥❡ ❡t ❞é✲
♠♦♥tr❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s é♥♦♥❝és ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳ ■❧ ❞♦✐t ♣♦✉✈♦✐r ❢❛✐r❡ ❝❡❧❛ ❞❡ ♠❛✲
♥✐èr❡ t♦✉t à ❢❛✐t ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❧❡ ❢❡r❛✐t s✉r ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ ♣❛♣✐❡r✱ ♦✉ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦✉rs✳
▲❡ st②❧❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ét❛♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❛✈♦✐r ❞❡ r❡str✐❝t✐♦♥ s✉r ❧❡
✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ ✉t✐❧✐sé ♦✉ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s ❛✈♦✐r
à ❢❛✐r❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ à s♦♥ st②❧❡✱ ♠❛✐s ❥✉st❡ à ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ s❛ ♣r❡✉✈❡✳ ❉❡✈♦✐r ❢❛✐r❡ ❛tt❡♥t✐♦♥
à é❝r✐r❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ s✐❡♥ ♣❡✉t ❡♥tr❛✐♥❡r ❡♥ ❡✛❡t ✉♥❡ ♣❡rt❡
❞✉ ❝❤❡♠✐♥❡♠❡♥t ♥❛t✉r❡❧ ❛✉ ♣r♦✜t ❞✬✉♥❡ ♠é❝❛♥✐s❛t✐♦♥✱ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ♣ré❝✐sé♠❡♥t à
é✈✐t❡r✳
■❧ ❢❛✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣♦✉✈♦✐r ✐♥❞✐q✉❡r q✉✬à ❝❡rt❛✐♥s ♣♦✐♥ts ❞❡ s❛ ♣r❡✉✈❡✱ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣❡✉t
❛♥❛❧②s❡r ❝❡ q✉✐ ❛ été ❢❛✐t ❥✉sq✉✬❛❧♦rs ❡t ❞♦♥♥❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❡t ❧❡ ❜✉t à
♣r♦✉✈❡r à ❝❡ ♣♦✐♥t ♣ré❝✐s ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ s✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❡rr❡✉r ❥✉sq✉❡ ❧à✳ ❈✬❡st ❡♥ ❝❡❧❛ q✉❡
❝✬❡st ✉♥ ❛ss✐st❛♥t ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
✕ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ r❡❞♦♥♥❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts q✉✐ s♦♥t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s à ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❀
✕ ❝❡ q✉✬✐❧ r❡st❡ à ❢❛✐r❡ ♣♦✉r t❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ✐♥❞✐q✉é é❣❛❧❡♠❡♥t ❀
✕ ❝❡ q✉✐ ❡st ❢❛✐t ❛✈❛♥t ❡st ✈ér✐✜é ❡t t♦✉t ♣❛ss❛❣❡ ❡rr♦♥é ♦✉ ♣♦s❛♥t ✉♥❡ ❞✐✣❝✉❧té ❞♦✐t êtr❡
✐♥❞✐q✉é ♣❛r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡✳
▲❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣❡✉t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❛✐❞❡r à str✉❝t✉r❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❙✐ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❛ ❛♥♥♦♥❝é ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❛r ❝❛s✱ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❞❡s ✐♥✲
❞❡♥t❛t✐♦♥s ❡t ♣ré♣❛r❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s✱ q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣❡✉t ♣r♦✉✈❡r ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ q✉✬✐❧
s♦✉❤❛✐t❡✳
✶✳✷✳✷ ❉❡s ❡①❡♠♣❧❡s
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s à ♣❛rt✐r ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ♣r✐s s✉r ❞❡s ❝♦✉rs ♦✉ ❞❡s ❝♦♣✐❡s ❞✬ét✉❞✐❛♥ts ✈♦✐r q✉❡❧q✉❡s
♣r❡✉✈❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸ ❞❡ ❝❡
❝❤❛♣✐tr❡✳
◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❝♦♥♥✉❡s ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❡t ❞❡ s✉✐t❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s
❝♦♥tr❛✐r❡ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ♣♦✉rr❛ s❡ ré❢ér❡r à t♦✉t ❧✐✈r❡ ❞❡ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✐❝❡♥❝❡ ❞❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳
❉♦♥♥♦♥s ❞❡✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✿
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✶ ✭❝♦♥t✐♥✉✐té ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t✮ ❙♦✐t ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s X1 ❡t
X2✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ X1 ✈❡rs X2 ❡t s♦✐t x ∈ X1✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ x s✐✱
♣♦✉r t♦✉t W ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ f(x)✱ f−1(W ) ❡st ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ x✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✷ ✭❝♦♥t✐♥✉✐té✮ ❙♦✐t X1 ❡t X2 ❞❡s ❡s♣❛❝❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ❙♦✐t f ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ X1 ✈❡rs X2✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t O ♦✉✈❡rt ❞❡ X2✱ f−1(O)
❡st ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ X1✳
❱♦✐❝✐ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ✈♦✐r ❞❛♥s ✉♥ ❝♦✉rs ❞✬❛♥❛❧②s❡ ✿
✾Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✸ ❙♦✐t X1 ❡t X2 ❞❡s ❡s♣❛❝❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ X1
✈❡rs X2✳ ❙✐ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t x ❞❛♥s X1✱ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ ①✳
Pr❡✉✈❡ ✿ ❙✉♣♣♦s♦♥s f ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t s♦✐t x ❞❛♥s X1✳ P♦s♦♥s y = f(x)✳ ❙♦✐t V ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡
❞❡ y✱ ♣r♦✉✈♦♥s q✉❡ s♦♥ ✐♠❛❣❡ ✐♥✈❡rs❡ ❡st ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ x✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✱
s♦✐t O ✉♥ ♦✉✈❡rt ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s V ❡t ❝♦♥t❡♥❛♥t y✳ ❈♦♠♠❡ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✱ f−1(O) ❡st ♦✉✈❡rt
❡t x ❛♣♣❛rt✐❡♥t à f−1(O)✳ ❈♦♠♠❡ f−1(O) ⊂ f−1(V )✱ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st t❡r♠✐♥é❡✳ ✷
❱♦✐❝✐ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ é❝r✐t❡ ♣❛r ✉♥ ét✉❞✐❛♥t ✭♠♦❞è❧❡✮ ❞✬✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉r ❧❡s s✉✐t❡s ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✹ P♦✉r t♦✉t❡s s✉✐t❡s (un)n∈N ❡t (vn)n∈N ❡t ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ l✱ s✐ (vn)n∈N
❡st ❡①tr❛✐t❡ ❞❡ (un)n∈N ❡t s✐ (un)n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs l✱ ❛❧♦rs (vn)n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs l✳
Pr❡✉✈❡ ✿ ❙♦✐t vn ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①tr❛✐t❡ ❞❡ un ❛✈❡❝ un q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs l✱ ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ vn
❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs l✳ ❈✬❡st à ❞✐r❡ ✿ s♦✐t e > 0✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♣r♦✉✈❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ n1 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r
t♦✉t n > n1 d(vn, l) < e✳ ❈♦♠♠❡ vn ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①tr❛✐t❡ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f
❝r♦✐ss❛♥t❡ t❡❧❧❡ q✉❡ vn = uf(n) ♣♦✉r t♦✉t n✳
❈♦♠♠❡ e > 0 ❡t un ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs l✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ n0 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n > n0 d(un, l) < e✳
❙♦✐t n > n0✱ ♠♦♥tr♦♥s q✉✬❛❧♦rs d(vn, l) < e✳ ▼❛✐s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s✐ f(n) > n0✱ ❝♦♠♠❡
vn = uf(n)✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛✉r❛ ❞é♠♦♥tré q✉❡ vn ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs l✳ ❈♦♠♠❡ f ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡t q✉❡
n > n0✱ ♦♥ ❛ f(n) > f(n0) ≥ n0✱ ❞✬♦ù f(n) > n0✳ ✷
▲❡ ❧❡❝t❡✉r ♣♦✉rr❛ ✈♦✐r ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ■❱ ✉♥❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ❝❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❞❛♥s
❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ q✉❡ ♥♦✉s ❞é✜♥✐r♦♥s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳
✶✳✸ ✳✳✳ ❆♥❛❧②sé❡ ♣❛r ♠❛❝❤✐♥❡✳✳✳
✶✳✸✳✶ ▲❡ ❝❛❞r❡
❚♦✉t ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s✱ ❞❡s é♥♦♥❝és ♦✉ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♠✲
♣r❡♥❞r❡ ❝❡ q✉✬❛ é❝r✐t ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ✈ér✐t❛❜❧❡ ❛♥❛❧②s❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞✉ t❡①t❡
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝♦♠♣♦rt❛♥t ❝❡rt❡s ✉♥❡ r✐❣❡✉r ❞❛♥s ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❧♦❣✐q✉❡ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t
❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬é❧é♠❡♥ts ✐♠♣❧✐❝✐t❡s q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞ét❡❝tés ❧❡ ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡✳
■❧ ❡st ❡♥ ❡✛❡t ♦❜s❡r✈é q✉❡ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s é❝r✐t❡s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t s♦♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡s q✉❡
❧❡s ❛✉tr❡s ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts q✉✐ ♥♦✉s ♣❛r❛✐ss❡♥t é✈✐❞❡♥ts ♥❡ s♦♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t
♣❛s ❡①♣r✐♠és✳
❖♥ ♣❡✉t t♦✉t❡❢♦✐s ♣❡♥s❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡st ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ t❡①t❡ ❧✐ttér❛✐r❡
q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❣râ❝❡ ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐été ❞❡s ♣❤r❛s❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ♠❛t❤é♠❛✲
t✐q✉❡s s❡♠❜❧❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦r♣✉s ❧✐ttér❛✐r❡s✳
✶✳✸✳✷ ▲❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡
◆♦tr❡ ❜✉t ✐❝✐ ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s
é❝r✐t❡s ❡♥ ❧❛♥❣✉❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳
◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ♣♦✉r ❛♠❜✐t✐♦♥ ✐❝✐ ❞✬❛♣♣♦rt❡r ❞❡s ré♣♦♥s❡s✱ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ♣♦✐♥t❡r
❞✉ ❞♦✐❣t ❝❡rt❛✐♥s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s r❡♥❝♦♥trés ♠ê♠❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s
❝♦♠♠❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡s✳
✶✵
▲❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡
▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❞✉ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ ❡st ❛ss❡③ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ■❧ ② ❛ ❡♥ ❡✛❡t ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s ✉♥❡
❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧✬✉s❛❣❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❢❛✐t ❞✬✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❡♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ♥❛t✉r❡❧ ❡t
❞❛♥s ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❢♦r♠❡❧❧❡✳ ■❧ ❡st ❢réq✉❡♥t q✉✬✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ♣✉✐ss❡ êtr❡ ❞és✐❣♥é❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t
❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❛♥✐èr❡s✱ ❛❧♦rs q✉✬❡❧❧❡ ❞♦✐t ❧✬êtr❡ ❞✬✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡
❢♦r♠❡❧❧❡✳
❉♦♥♥♦♥s ✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ✿
✕ ❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♣❛r❢♦✐s ♣♦✉✈♦✐r ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡t ♣❛r❢♦✐s ✉♥ t❡r♠❡
❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ♥❛t✉r❡❧✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✸ ♦♥ ❛ ✉t✐❧✐sé ✧s♦✐t O ✉♥
♦✉✈❡rt ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s V ✧✱ ❡t ✧f−1(O) ⊂ f−1(V )✧✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st ✐❝✐ ✉t✐❧✐sé❡
❞❡ ❞❡✉① ♠❛♥✐èr❡s✱ ♣♦s❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛
❧❛♥❣✉❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳ ❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡st t♦✉t à ❢❛✐t s♣é❝✐✜q✉❡ à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳
✕ ■❧ ❡st ❛✉ss✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦r♠❡s ❧❡①✐❝❛❧❡s ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ♥♦t✐♦♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡
❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❛♥✐èr❡s ✿ ✧❝♦♥t✐♥✉✧ ét❛♥t ✉♥ ❛❞❥❡❝t✐❢✱ ✐❧
♣❡✉t êtr❡ ❛❝❝♦r❞é ❡♥ ❣❡♥r❡ ✭♠❛s❝✉❧✐♥✴❢é♠✐♥✐♥✮ ♦✉ ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ✭s✐♥❣✉❧✐❡r✴♣❧✉r✐❡❧✮✳ ❉❡ ♣❧✉s
♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ❧❛ ♣❤r❛s❡ ✧❝♦♠♠❡ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✧✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ✧♣❛r ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡
f✧✱ q✉✐ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡✱ ♠❛✐s s♦✉s ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❢♦r♠❡✳ ❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ s❡ r❡tr♦✉✈❡
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦✉r❛♥t❡ ❡♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧❛♥❣✉❡ ✭❚❆▲✮✱ ✐❧ s❡ r❡tr♦✉✈❡
♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✐❝✐✳
✕ ❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ✉♥ ♠ê♠❡ ♠♦t ♣❡✉t ❞és✐❣♥❡r ❞❡✉① ♥♦t✐♦♥s✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥
❞é✜♥✐t q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ ❞❡ ❞❡✉① ♠❛♥✐èr❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s q✉✐ s✬❛✈èr❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❛❞❤ér❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ A ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts
❛❞❤ér❡♥ts à A ♦✉ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❢❡r♠és ❝♦♥t❡♥❛♥t A✳ ❆✐♥s✐ ❧♦rsq✉❡
❧✬♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ❧✬❛❞❤ér❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞és✐❣♥❡r s♦✐t ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ s♦✐t ❧✬❛✉tr❡✱
s❡❧♦♥ ❝❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❛ss❡③
❝♦✉r❛♥t ❡♥ ❧✐♥❣✉✐st✐q✉❡✳ ■❧ ♣❡✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛r❛îtr❡ s✉r♣r❡♥❛♥t ❡♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳ ❉❛♥s
❝❡ ❝❛❞r❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ ré❢ér❡♥t ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❞❡✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ♠❛✐s ✐❧
❞♦✐t ② ❛✈♦✐r ✉♥ t❤é♦rè♠❡ q✉✐ ❞é♠♦♥tr❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s✳
▲✬✐♠♣❧✐❝✐t❡
■❧ ② ❛ ❞❛♥s ❧❡s ♣r❡✉✈❡s q✉❡ ❧✬♦♥ é❝r✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬✐♠♣❧✐❝✐t❡✳ ❈✬❡st ❝❡
q✉✐ ❢❛✐t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs q✉✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❛ ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ q✉✬✉♥❡
♣r❡✉✈❡ ❡♥ ❧❛♥❣✉❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳ ▲✬✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❡st ♣❛r❢♦✐s ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ✉♥
❝♦♥t❡①t❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ q✉✐ ❢❛✐t q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❧✐t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❝❡rt❛✐♥s ❞ét❛✐❧s ♥❡ ♥♦✉s s♦♥t
♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡✳
■❧ ② ❛ ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ❞❡ ❧✬✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ♦r❞✐♥❛✐r❡✱ ♠❛✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♥♦tr❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡✱ ♣✉✐sq✉✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞♦✐t
êtr❡ ❧❛ ♣❧✉s r✐❣♦✉r❡✉s❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❡t ❧✬✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞♦✐t ❛❜s♦❧✉♠❡♥t êtr❡ ❞ét❡❝té ♣♦✉r q✉✬✐❧
♣✉✐ss❡ ② ❛✈♦✐r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳
• ❉❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✸ ♦♥ ✈♦✐t ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❛r❧❡ ❞✬♦✉✈❡rts✱ s❛♥s ❥❛♠❛✐s
♣ré❝✐s❡r q✉❡ ❝❡ s♦♥t ❞❡s ♦✉✈❡rts ❞❡ X1 ♦✉ ❞❡ X2✳ P♦✉rt❛♥t ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✉ ♣♦✐♥t
❞❡ ✈✉❡ ❢♦r♠❡❧ ❞❡ ♣ré❝✐s❡r ❝❡ ❢❛✐t ✭✈♦✐r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✮✳ ❆ ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♦♥
✶✶
♥✬❡st ♣❛s ❞ér❛♥❣é ❝❛r ♦♥ s❛✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❛♥s q✉❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ s♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts✱
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉❡ x ❡st ❞❛♥s X1 ét❛♥t s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡✳
• ❚♦✉❥♦✉rs ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✸✱ r❡❧✐s♦♥s ✉♥ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ✿ ✧❙♦✐t V ✉♥ ✈♦✐✲
s✐♥❛❣❡ ❞❡ y✱ ♣r♦✉✈♦♥s q✉❡ s♦♥ ✐♠❛❣❡ ✐♥✈❡rs❡ ❡st ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ x✧✳ ■❧ ② ❛ ❞❛♥s ❝❡tt❡
♣❤r❛s❡ ❞❡✉① ❝❤♦s❡s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s ✿
✕ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st q✉❡ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❛♥❛♣❤♦r❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✉♥ ♠♦t ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
❞és✐❣♥❡r ✉♥ ♦❜❥❡t ♣ré❝é❞❡♥t s❛♥s ❢❛✐r❡ ❞❡ ré♣ét✐t✐♦♥✳ ■❝✐ ✧s♦♥✧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞és✐❣♥❡r ❧❡
✈♦✐s✐♥❛❣❡ V ❞❡ y✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❛♥❛♣❤♦r❡s ❡st ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡
t❡①t❡s✳
✕ ▲✬❛✉tr❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤r❛s❡ ❡st q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❛r❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡ ✐♥✈❡rs❡ s❛♥s ♣ré❝✐s❡r ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥✳ ■❝✐ ❝✬❡st ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st f ✱
♣✉✐sq✉❡ ❝✬❡st ❧❛ s❡✉❧❡ q✉✐ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡✳
• ❯♥ ❛✉tr❡ ❢❛✐t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛✉① ♣r❡✉✈❡s ❡st q✉❡ ❧❡ ❜✉t ❝♦✉r❛♥t ❡st ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s
✐♠♣❧✐❝✐t❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ♥✬❡①♣❧✐❝✐t❡ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❡st
❡♥ tr❛✐♥ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r✳ ❈✬❡st ❡♥ ❝❡❧❛ q✉❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ é❝r✐t❡ ♣❛r ❧✬ét✉❞✐❛♥t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
✶✳✷✳✹ ❡st ♠♦❞è❧❡ ✿ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s ❡st ✐♥❞✐q✉é ❝❡ q✉✬✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ♣♦✉r t❡r♠✐♥❡r ❧❛
♣r❡✉✈❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❤r❛s❡ ✧❙♦✐t vn ❬✳✳✳❪ ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ vn ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs l✧✳
■❧ s❡r❛✐t t♦✉t à ❢❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ s❛♥s ❞♦♥♥❡r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡
❧❛ ♣❤r❛s❡✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉✐ s❡ ♣❛ss❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✸✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ♣♦✉r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡
❢♦r♠❡❧❧❡✱ ❝✬❡st t♦✉t à ❢❛✐t ✐♥s✉✣s❛♥t✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡✉r ❛ ❛❧♦rs ❧❛ ❞✐✣❝✐❧❡ tâ❝❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡
q✉❡ ❧❡ ❜✉t ❛ ❝❤❛♥❣é✱ ❛ ♠♦✐♥s q✉❡ ❝❡ ♥❡ s♦✐t ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡
q✉✐ ❞ét❡❝t❡ ❝❡❧❛✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❡ ♣❡♥s❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷
à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✳
• ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞✐❛♥t ❡st ♠♦❞è❧❡✱ ♣♦✉rt❛♥t ❡❧❧❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❞✐✣❝✉❧té à ❧✬❛♥❛❧②s❡✱
❞❛♥s ❧❛ ♣❤r❛s❡ ✧▼❛✐s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s✐ f(n) > n0✱ ❝♦♠♠❡ vn = uf(n)✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛✉r❛
❞é♠♦♥tré q✉❡ vn ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs l✧✳ ▲❡ ♠♦t ✬s✐✬ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❤r❛s❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞✐✣❝✐❧❡ à
✐♥t❡r♣rét❡r ✿ ♦♥ ❛✉r❛✐t ♣✉ ♣❡♥s❡r q✉✬✐❧ s✐❣♥❛❧❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❛r ❝❛s ♦✉ ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡
❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ♣❡✉t êtr❡ ❧❡ ❝❛s ❛ss❡③ s♦✉✈❡♥t✱ ♦r ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞✐❛♥t ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡
❧✬❛♥♥♦♥❝❡ ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t ✭✧f(n) > n0✧✮ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ♣r♦✉✈❡r ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❛✈❡❝
❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t✱ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ✧vn ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs l✧ ❡st t❡r♠✐♥é❡ ❣râ❝❡ ❛✉
❢❛✐t q✉❡ ✧vn = uf(n)✧✳
▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ ❜♦♥♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❤r❛s❡✱ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❢❛❝✐❧❡
❤♦rs ❞❡ s♦♥ ❝♦♥t❡①t❡✳ ❈✬❡st ❡♥ ❡✛❡t ❛♣rès ❛✈♦✐r ❧✉ ❧❡s ♣❤r❛s❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s q✉❡ ❧✬♦♥ s❛✐t
q✉✬❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❤r❛s❡ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ✧vn ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs l✧✳
• ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬é❧é♠❡♥ts ♥♦✉✈❡❛✉① ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
✐♠♣❧✐❝✐t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❛ t♦✉t❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤r❛s❡✱ ❧✬ét✉❞✐❛♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t vn
♠❛✐s ♣❛s un ♥✐ l✳ ❈❡❝✐ ❡st ✉♥❡ ❞✐✣❝✉❧té✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❢❛✉t s❛✈♦✐r s✐ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❡st ❞é❥à
❝♦♥♥✉ ♦✉ s✬✐❧ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t✳
❆✈❡❝ ❧❡ ♠♦t ❝❧é ✧s♦✐t✧ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① é❧é♠❡♥ts✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t
❛✐❞❡r ❧✬❛♥❛❧②s❡✳ ❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ♠♦t ❝❧é ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t un ❡t l✳ ❯♥❡ ❡rr❡✉r
st❛♥❞❛r❞ ❧♦rs ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s ❛ss✐sté❡s ♣❛r ♦r❞✐♥❛t❡✉r ❡st ❧❡ ré❢ér❡♥❝❡♠❡♥t à ❞❡s
é❧é♠❡♥ts ✐♥❝♦♥♥✉s✳ ■❧ ❢❛✉t t♦✉❥♦✉rs ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳
✶✷
✶✳✹ ✳✳✳ ❚r❛❞✉✐t❡ ❞❛♥s ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ r❡str❡✐♥t ✳✳✳
❙✐ ❧✬♦♥ ♣❛r✈✐❡♥t à ❢❛✐r❡ ❡♥ s♦rt❡ q✉✬✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❝♦♠♣r❡♥♥❡ ❧❡s ♣❤r❛s❡s é❝r✐t❡s ♣❛r ✉♥
✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡♥ ❧❛♥❣✉❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❧✉✐ ❞❡♠❛♥❞❡r ❞❡ tr❛❞✉✐r❡ ❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ❛ ❝♦♠♣r✐s
❞❛♥s ✉♥ ❛✉tr❡ ❧❛♥❣❛❣❡✱ ♣❧✉s ❢♦r♠❡❧✱ ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ♣❛r ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞♦♥t ❧❡ ❜✉t ❡st ❞❡
✈❛❧✐❞❡r ❧❡s ♣r❡✉✈❡s✳
❆✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ é❝r✐t❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ✐❧ ✈❛✉t ♠✐❡✉① ♣❛rt❛❣❡r
❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés✱ ❡t ♣❛ss❡r ♣❛r ✉♥❡ ét❛♣❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡t s❛
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ❈❡rt❡s ♦♥ ♣❡✉t ♣❡♥s❡r q✉✬✐❧ ② ❛ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧✬♦♥
♣❛ss❡ ♣❛r ✉♥ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✳ ▼❛✐s ❝❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❛ss❡③ ❢♦rt❡♠❡♥t
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❧❡s ✉♥s ❞❡s ❛✉tr❡s ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❛♠é❧✐♦r❡r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ét❛♣❡s s❛♥s
❛✈♦✐r à ♠♦❞✐✜❡r ❧❡s ❛✉tr❡s✳
✶✳✹✳✶ ▲❡s ♦✉t✐❧s
■❧ ② ❛ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦✉t✐❧s✱ ❞❡✉① ♣♦✉r êtr❡ ♣ré❝✐s✱ q✉✐ s❡ s♦♥t ♣rés❡♥tés ❛✉① ♣❛rt✐✲
❝✐♣❛♥ts ❞✉ ♣r♦❥❡t ❝♦♠♠❡ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❞❡s ♠♦②❡♥s ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧❡s t❡①t❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s
é❝r✐ts ❞❛♥s ✉♥❡ ❧❛♥❣✉❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡t ❞❡ tr❛❞✉✐r❡ ❝❡✉①✲❝✐ ❞❛♥s ✉♥ ❛✉tr❡ ❧❛♥❣❛❣❡✳ ■❧ ♥✬② ❛
❛✉❝✉♥ ♦✉t✐❧ s♣é❝✐✜q✉❡ à ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♠❛✐s ❝❡rt❛✐♥s ♦✉t✐❧s ❡①✐st❛♥ts ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ❛❞❛♣tés
à ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣ré❝✐s ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳
▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❞✬❡♥tr❡ ❡✉① ❡st ❧❡s ❆❈●s ✭❆❜str❛❝t ❈❛t❡❣♦r✐❛❧ ●r❛♠♠❛rs ♦✉ ❣r❛♠♠❛✐r❡s
❝❛té❣♦r✐❡❧❧❡s ❛❜str❛✐t❡s✮✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ♦✉t✐❧ ❡st ❧❛ ❙❉❘❚ ✭❙❡❣♠❡♥t❡❞ ❉✐❝♦✉rs❡ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
❚❤❡♦r② ♦✉ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡s ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❉✐s❝♦✉rs ❙❡❣♠❡♥té❡s ❡♥ ❢r❛♥ç❛✐s✮✳
◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❛♣♣♦rt❡r ✐❝✐ ❞❡ s✐♠♣❧❡s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❡t ❞❡s ré❢ér❡♥❝❡s q✉❡ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ♣♦✉rr❛
❧✐r❡ ♣♦✉r ❞❡ ♣❧✉s ❛♠♣❧❡s ♣ré❝✐s✐♦♥s✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧ s✉r ❧❡s ❆❈●s✱
♣✉✐sq✉✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❡✛❡❝t✉é ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮ ❡st ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝
❡❧❧❡s✳
❆❈●
▲❡s ❆❈●s ✭❝❢✳ ❬❉❡●❪✮ s♦♥t ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ q✉✐ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s②♥t❛①❡ ❡t
❞❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧❛♥❣✉❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳ ❈❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❡ ❢r❛❣♠❡♥t ✐♠♣❧✐❝❛t✐❢
❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❆✐♥s✐ ❧❡s ❆❈●s ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ❞❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ λ✲t❡r♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳
▲✬✐❞é❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡s ❆❈●s ❡st ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① str✉❝t✉r❡s✱ ❧✬✉♥❡ ❛♣♣❡❧é❡ s✐❣♥❛t✉r❡
❛❜str❛✐t❡ ❡t ❧✬❛✉tr❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❜❥❡t✱ ❡t ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♣♣❡❧é❡ ❧❡①✐q✉❡✱ q✉✐ tr❛❞✉✐t ❧❛
s✐❣♥❛t✉r❡ ❛❜str❛✐t❡ ✈❡rs ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❜❥❡t✳ ▲❡s ❞❡✉① s✐❣♥❛t✉r❡s s♦♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❢♦r♠❛✲
❧✐s♠❡ ✿ s❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❞❡s λ✲t❡r♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s t②♣és✳ ❈❡ q✉✐ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡ ❧❡s ❞❡✉① s✐❣♥❛t✉r❡s
s♦♥t ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s q✉✬❡❧❧❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s t②♣❡s ❛t♦♠✐q✉❡s✳
❯♥ ❧❡①✐q✉❡ ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❡t ❞❡s t②♣❡s ❛t♦♠✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡
❛❜str❛✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❜❥❡t✳ ▲❡ ❧❡①✐q✉❡ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝❛r ✐❧
❡st ♣r♦❧♦♥❣é à t♦✉t t❡r♠❡ ❡t t♦✉t t②♣❡ ❡t ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❜♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✱
à s❛✈♦✐r q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ t ❞♦✐t êtr❡ t②♣❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ t✳
❯♥❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❤♦s❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❆❈●✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ t②♣❡ ❛t♦♠✐q✉❡
❞✐st✐♥❣✉é S ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❛❜str❛✐t❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡✉① ❧❛♥❣❛❣❡s✱ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡
❛❜str❛✐t ét❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❛❜str❛✐t❡ ❛②❛♥t ♣♦✉r t②♣❡ S✱ ❡t ❧❡
✶✸
❧❛♥❣❛❣❡ ♦❜❥❡t ét❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s t t❡❧s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡r♠❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❛❜str❛✐t
❞♦♥t ❧✬✐♠❛❣❡ ❡st t✳
❙✐ ❧✬♦♥ ♣❡✉t tr❛❞✉✐r❡ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❛❜str❛✐t ✈❡rs ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ♦❜❥❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✉❧♦✐r ❝❤❡r❝❤❡r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❛❜str❛✐ts q✉✐ ♦♥t ♣♦✉r ✐♠❛❣❡ ✉♥ t❡r♠❡ ❞♦♥♥é ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ♦❜❥❡t✳
▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① s✐❣♥❛t✉r❡s s♦✐❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❡♥tr❛✐♥❡ ✉♥❡ ❢❛❝✐❧✐té
❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❡r ❧❡s ❆❈●s✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t
❝♦♥s✐❞ér❡r t♦✉t❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❝♦♠♠❡ ♦❜❥❡t ♦✉ ❛❜str❛✐t❡✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ s②♥t❛①❡ ❝♦♥❝rèt❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❜❥❡t✱ ❧❛ s②♥t❛①❡ ❛❜str❛✐t❡ ét❛♥t
❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❛❜str❛✐t❡✳ P✉✐s ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ s✐❣♥❛t✉r❡
♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ s②♥t❛①❡ ❛❜str❛✐t❡✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ♣❤r❛s❡ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s✳
❙❉❘❚
▲❛ ❙❉❘❚ ✭❝✳❢✳ ❬❆s❇✉❱✐❪✮ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✉ ❞✐s❝♦✉rs q✉✐ ♣rés❡♥t❡
❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ❧❛♥❣✉❡s✳ ❊❧❧❡ ❛ été ❝♦♥ç✉❡ ❛✉ ❞é♣❛rt
♣❛r ❆s❤❡r ❡♥ ✶✾✾✸ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❉❘❚ ✭❉✐s❝♦✉rs❡ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r② ♦✉
❚❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❞✐s❝♦✉rs✮ ❞❡ ❍❛♥s ❑❛♠♣✳ ▲❛ ❉❘❚ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞✬✐♥t❡r♣rét❡r
s❡♠❛♥t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❞✐s❝♦✉rs ✭❡t ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣❤r❛s❡s ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ❧❛
sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ▼♦♥t❛❣✉❡✮ ❛✈❡❝ ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❧♦❣✐q✉❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡
❧❡✉r s❡♥s✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧ ❝❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳
▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ❧✐♥❣✉✐st✐q✉❡ ❡t ❡♥ ❧✐♥❣✉✐st✐q✉❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛ ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ q✉❡ ❧❡
❞✐s❝♦✉rs ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤r❛s❡s✱ ♠❛✐s ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ très é❧❛❜♦ré❡✱ ❞✬♦ù
❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❉❘❚ ✈❡rs ❧❛ ❙❉❘❚✳
▲❛ ❙❉❘❚ ❡♥✈✐s❛❣❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✉ ❞✐s❝♦✉rs ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡ ❝♦♠❜✐♥és
❞❡ ❧❛ tr❛❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❡♥ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❡t ❞❡ ❧❛ tr❛❞✐t✐♦♥ ❞❡
❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ ❞✐s❝♦✉rs ❡♥ ❧✐♥❣✉✐st✐q✉❡ ❡t ❡♥ ❧✐♥❣✉✐st✐q✉❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳
❉❛♥s ❧❛ ❙❉❘❚ ❝❤❛q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛ ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦♥❝t✐♦♥s r❤ét♦r✐q✉❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞✉
❞✐s❝♦✉rs✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐ ♦♥t ❞❡s ❡✛❡ts sé♠❛♥t✐q✉❡s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s s✉✐✈❛♥ts ✿
✕ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❛♥❛♣❤♦r❡s ❀
✕ ♣rés✉♣♣♦s✐t✐♦♥ ❀
✕ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬❛♠❜✐❣✉ïtés ❧❡①✐❝❛❧❡s ❀
✕ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❧✉r✐❡❧❧❡ ❀
✕ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✐♠♣❧✐❝❛t✉r❡s ❡t ❞❡s ❜✉ts ❞❡s ❛❣❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❞✐❛❧♦❣✉❡✳
❊♥ ♣❧✉s ❞❡ ❝❡s ❛s♣❡❝ts t❤é♦r✐q✉❡s✱ ❧❛ ❙❉❘❚ ❛ été ❝♦♥ç✉❡ ♣♦✉r ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ♦✉ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ t❡①t❡s✳ ❊❧❧❡ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❞❡
❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❞✐s❝♦✉rs✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❞♦♥❝ ❝❡t ♦✉t✐❧ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳
✶✳✹✳✷ ▲❡ s❝❤é♠❛ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ à ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥
▲✬✐❞é❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡♣✉✐s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❥✉sq✉✬à ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❡st
❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
▲❡s ❆❈●s ♣r❡♥♥❡♥t ❡♥ ❡♥tré❡ ✉♥❡ ♣❤r❛s❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ é❝r✐t❡ ❡♥ ❧❛♥❣✉❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳ ❊❧❧❡s
❛♥❛❧②s❡♥t ❧❛ ♣❤r❛s❡✱ ❡t ❞♦✐✈❡♥t ❡♥ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ s②♥t❛①✐q✉❡✱ ♣✉✐s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡
❞❡r♥✐èr❡ r❡♥✈♦✐❡ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ sé♠❛♥t✐q✉❡✳
✶✹
▲✬❛♥❛❧②s❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❉❘❙ ✭❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❉❘❚✮ ❡♥ ❡♥tré❡
❛✉ s②stè♠❡ ❙❉❘❚✱ q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❛♥s s❛ ❣❧♦❜❛❧✐té✱
❧❛ ❙❉❘❙✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ❧❡s ❛♥❛♣❤♦r❡s s♦♥t rés♦❧✉❡s✳ ❈❡tt❡ ♣❤❛s❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡
❛♥❛❧②s❡ ♣r❛❣♠❛t✐q✉❡✳
▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❙❉❘❙ ♦❜t❡♥✉❡✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st tr❛♥s❢♦r♠é❡ ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s
❞❡ ❧✬❛ss✐st❛♥t ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐✱ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ r❡str❡✐♥t✳
✶✳✹✳✸ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ r❡str❡✐♥t
▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ r❡str❡✐♥t ❞♦✐t êtr❡ ✉♥ ❜♦♥ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✳ ■❧ ❞♦✐t s✉✐✈r❡ ✉♥❡ ❣r❛♠♠❛✐r❡ ❢♦r♠❡❧❧❡
♣ré❝✐s❡ ♣♦✉r êtr❡ ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡t ❛✈♦✐r ✉♥ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r
❞é❝r✐r❡ ❧❡ ♠✐❡✉① ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ é❝r✐t❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳
▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞♦✐t ❛✉ss✐ ♣♦✉✈♦✐r ❛❞♠❡ttr❡ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s s✉r ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❢❛✐t❡ ❡♥ ❧❛♥❣✉❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ❞ét❛✐❧❧é❡ ❡t s❡ ✈❡✉t êtr❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥✲
s✐❜❧❡✱ ❡①♣❧✐q✉❡ ♣♦✉rq✉♦✐ t❡❧❧❡ ♦✉ t❡❧❧❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st ❝♦rr❡❝t❡✱ ❡♥ é✈♦q✉❛♥t
é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♦✉ ❞❡s ❧❡♠♠❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✳
❈❡s ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ét❛♥t ♣ré❝✐❡✉s❡s ♣♦✉r ✉♥ ❤✉♠❛✐♥ ❧♦rsq✉✬✐❧ ❧✐t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡✱ ❡❧❧❡s ❧❡ s♦♥t
❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ q✉✐✱ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s
❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ❞♦♥♥é q✉✬✉♥ ❤✉♠❛✐♥✱ ❞♦✐t êtr❡ ❣✉✐❞é❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ♣♦✉r tr♦✉✈❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s♦✉s ♣❡✐♥❡ ❞❡ s❡ ♣❡r❞r❡ ❞❛♥s ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ✐♥✉t✐❧❡s✳
▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞♦✐t ♣♦✉✈♦✐r ❝♦❧❧❡r ❧❡ ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ à ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❛♥s s♦♥ ❝❤❡♠✐✲
♥❡♠❡♥t✳ ▼❛✐s ❝❡❧❛ ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s ♣♦✉r ❛✉t❛♥t ✐♠♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ♣❤r❛s❡ ♣❛r ♣❤r❛s❡
❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡✱ q✉✐ ♣❡✉t s✬❛✈ér❡r ♠♦✐♥s ❡✣❝❛❝❡ q✉✬✉♥❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❝❡❧❛ ♣❛r ❧❡
❢❛✐t q✉❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❡st ❡♥ tr❛✐♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ♣❡✉✈❡♥t
♥❡ ✈❡♥✐r q✉❡ ♣❧✉s t❛r❞✳ ❖♥ ✈♦✐t ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❧♦rsq✉❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♦♥ ❢❛✐t ✉♥❡
♣r❡✉✈❡ ♣❛r ❝❛s✱ ♦ù ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛s ♥✬❡st ❞♦♥♥é q✉❡ ♣❡t✐t à ♣❡t✐t✳
▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡ ❧❛♥❣❛❣❡ s♦✐t ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❢♦r♠❡❧ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ❢❛✉t ♣♦✉✈♦✐r ❞♦♥♥❡r
✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ q✉✐ ❡st ❢❛✐t❡✳
■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ♣♦✉✈♦✐r ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s✱ ❡t ❡♥ t✐r❡r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞❡ ❧❡s ❥✉st✐✜❡r ♣❛r ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❘✐❡♥ ❞❡ ♠✐❡✉① ❞♦♥❝ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞é❝r✐✈❡
❞❡s rè❣❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s✱ ❜❛sé❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✉r ❞❡ ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ❝❛r ❛❧♦rs ♦♥ s❛✐t
❝♦♠♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡r ❞❡ t❡❧❧❡s rè❣❧❡s ✿ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✳
▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❧♦rsq✉❡
❧✬♦♥ é❝r✐t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❡st ♥❛t✉r❡❧✱ ❡t ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ❝♦♠♠❡ s♦♥
♥♦♠ ❧✬✐♥❞✐q✉❡✱ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ❝❛❧q✉❡r ❝❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❢♦r♠❡❧✳
❯♥❡ ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ rè❣❧❡ ❞é❝r✐t❡ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❛❞❛♣té❡
❡t ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■❧ ② ❛ ❡♥ ❡✛❡t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥❛ï✈❡ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ t②♣❡ q✉✐ ♣❡✉t
❥✉st✐✜❡r t♦✉t❡ rè❣❧❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ t❡❧ q✉❡ ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ♠❛✐s ❝❡tt❡
❢♦r♠✉❧❡ ♣❡✉t s✬❛✈ér❡r ❜❡❛✉❝♦✉♣ tr♦♣ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❝❛r ❢❛✐s❛♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✐♥✉t✐❧❡s
♦✉ r❡❝♦♣✐és ❡♥ ♥♦♠❜r❡ tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t✳
❖♥ ❞♦✐t ❞♦♥❝ ❛tt❛❝❤❡r à ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ r❡str❡✐♥t ✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✬✐♥t❡r♣rét❡r
❧❡s rè❣❧❡s ❞é❝r✐t❡s ❡♥ ❢♦r♠✉❧❡s ❧❡s ♣❧✉s ✜♥❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❝❡❝✐ ❛✜♥ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ét❛♣❡
♥é❝❡ss❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ s♦✐t ❧❛ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳
✶✺
✶✳✺ ✳✳✳ P✉✐s ✈❛❧✐❞é❡ ♣❛r ♠❛❝❤✐♥❡
✶✳✺✳✶ ❯♥ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ❞é❞✐é
▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ r❡str❡✐♥t ét❛♥t ✐♥t❡r♣rété s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡
✈❛❧✐❞❡r ❝❡s rè❣❧❡s✳ ❙✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠❡r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ q✉✐ ❥✉st✐✜❡ t♦✉t❡ rè❣❧❡ ❞é❝r✐t❡
❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡✱ ✐❧ r❡st❡ ❛❧♦rs à ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ✈r❛✐❡✳ ❙✐ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❡st
s✉✣s❛♠♠❡♥t ❧✐❜r❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ s✐ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ❧✐❜r❡ ♦♥
♣❡✉t ✐♠❛❣✐♥❡r t♦✉t❡s s♦rt❡s ❞❡ rè❣❧❡s q✉✐ s♦rt❡♥t ❞✉ ❝❛❞r❡ ❞❡s rè❣❧❡s ♣ré❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❡s
❛ss✐st❛♥ts ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✉s✉❡❧s✳
■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❝❡s rè❣❧❡s ❡♥ ♣r♦✉✈❛♥t ❧❡s
❢♦r♠✉❧❡s q✉✐ ❧❡s ❥✉st✐✜❡♥t✳ ◆♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐ ♣r❡♥❞r❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❡❧❛✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❛✉t♦✲
♠❛t✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❛ss✐st❛♥t ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ t❡❧ q✉❡ P❤♦❳✳ ❈✬❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❝❡ q✉✐ ❛ été t❡sté
❞ès ❧❡ ❞é❜✉t ❛✈❡❝ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ♥❡✇❴❝♦♠♠❛♥❞✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P❤♦❳✱ s✬✐❧ ❡st é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♠♦✐♥s ❝é❧è❜r❡ q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ❝✐tés ❛✉
t♦✉t ❞é❜✉t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é à ❈❤❛♠❜ér② ❛✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s
♣❛r ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘❛✛❛❧❧✐✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ❧✬♦✉t✐❧ ❞✬❛✐❞❡ à ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❯♥ ❞❡s ❜✉ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞❡ ❝❡t ❛ss✐st❛♥t ❡st q✉✬✐❧ s♦✐t ❛✉t❛♥t
q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢❛❝✐❧❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❡t s✉rt♦✉t q✉✬✐❧ ❞❡♠❛♥❞❡ ♣❡✉ ❞❡ t❡♠♣s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t P❤♦❳ s✬❡st ❛✈éré ✐♥❡✣❝❛❝❡✱ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s q✉✐ ♣❛r❛✐ss❛✐❡♥t ✈r❛✐♠❡♥t é✈✐✲
❞❡♥ts✱ à ❥✉st✐✜❡r ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞é❝r✐t❡s ♣❛r ❧❡s ♥❡✇❴❝♦♠♠❛♥❞s✳ ▲❡s ❝❛s s❡
s♦♥t tr♦✉✈és ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛✉tr❡✱ ♦✉ ❜✐❡♥
♣♦✉r ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡✳ ❈❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡s ❝❛s ♦ù ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦✉✲
r❛♥t❡ à ♣r♦✉✈❡r ♥✬ét❛✐t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡✳
❉❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❝❛s ✐❧ ♣♦✉✈❛✐t s✬❛❣✐r ❞❡ rè❣❧❡s ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ✉♥ ♦r❞r❡ ❞✐✛ér❡♥t
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ à ♣r♦✉✈❡r✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♣♦✉✈❛♥t ❝♦♥t❡♥✐r à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡s → ❡t ❞❡s ∧ à ❣❛✉❝❤❡ ✭♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ (A ∧ B) → C✮✳ ❉❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té r❡♥❞❛✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❛ ♣r❡✉✈❡ très
❧♦♥❣✉❡✳
❯♥❡ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s r❛✐s♦♥s à ❝❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❡st ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ t❛❝t✐q✉❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡
❞❡ P❤♦❳ ♥✬❡st ♣❛s ❢❛✐t❡ ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ❡♥ ❡st ❢❛✐t❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✳
❈❡ q✉❡ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st q✉❡ ❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r s♦✐t ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❛❝❝❡♣t❡r r❛✲
♣✐❞❡♠❡♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞♦♥♥é❡✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡♠❛♥❞é ♣❛r ❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ❡st ❧❛
❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♣❡t✐t❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦✉s ❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡st
✐♥✉t✐❧❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ❞✬✉♥❡ ❡✣❝❛❝✐té r❡❞♦✉t❛❜❧❡✱ ❝❛r ❞❡ ♣❡t✐t❡s ét❛♣❡s
❞❡ ♣r❡✉✈❡s s✐❣♥✐✜❡♥t ❞❡ ♣❡t✐t❡s ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥s✳
❆✐♥s✐ ✐❧ s❡r❛✐t ❜✐❡♥ ❞❡ ❝ré❡r ✉♥ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r q✉✐ ❢❡r❛✐t ❧❡ ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣❡t✐ts r❛✐✲
s♦♥♥❡♠❡♥ts✱ ❡t q✉✐ é✈✐t❡r❛✐t ❧❡s r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts tr♦♣ ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❯♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t tr♦♣
❝♦♠♣❧❡①❡ ♣❡✉t s✐❣♥✐✜❡r ❡♥tr❡r ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❛♥s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ✉t✐❧✐s❡r ❜❡❛✉❝♦✉♣
❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❢❛✐r❡ ✉♥ ❧♦♥❣ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t✳
▲❛ t❛❝t✐q✉❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ P❤♦❳ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❛✉tr❡ ❞é❢❛✉t ✭s✐ ❝❡❧❛ ❡♥ ❡st ré❡❧❧❡♠❡♥t
✉♥✮✱ q✉✐ ❡st ❞❡ r❡✈❡♥✐r ❡♥ ❛rr✐èr❡ ❡♥ ❝❛s ❞✬é❝❤❡❝ ❞❛♥s ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡✳ ❈❡ r❡t♦✉r
❡♥ ❛rr✐èr❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞❡ t❡♠♣s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t s✐ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝❤♦s❡s
✉t✐❧❡s à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ s♦♥t ♦✉❜❧✐é❡s ❧♦rs ❞✉ r❡t♦✉r ❡♥ ❛rr✐èr❡✳ ❉✬♦ù ❧✬✐❞é❡ ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ✉♥
❞é♠♦♥str❛t❡✉r ♣❛r rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❞♦♥t ✉♥ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❡st ❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ ♥❡ ❢❛✐r❡ q✉✬❛❥♦✉t❡r
✶✻
❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❡t ❞❡ ♥❡ ❥❛♠❛✐s r❡✈❡♥✐r ❡♥ ❛rr✐èr❡✳
❊♥✜♥ ❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ❞♦✐t êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ s✉✐✈r❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❡s ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s✱
❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛✉tr❡✱ ♣♦✉r ✈❛❧✐❞❡r ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡
❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈❡❝✐ ❡st ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞é♠♦♥str❛t❡✉rs ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s✱ ❞♦♥t
❧❡ ❜✉t ❡st ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ s❛♥s ❛✈♦✐r ♣♦✉r ❝❡❧❛ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥✳
■❧ ♣❡✉t ❝❡rt❡s ❡①✐st❡r q✉❡❧q✉❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s✱ ♠❛✐s ❡♥
❛✉❝✉♥ ❝❛s ♥❡ s♦♥t ✐♥❞✐q✉és ❞❡ ♠♦②❡♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs à ❝❤❛q✉❡ ❢♦r♠✉❧❡✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ✐❝✐ ❞❡ ❧❛
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ r✐❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s✱ ❝❡
q✉✐ ♣❡✉t ❛✐❞❡r ❛✈❛♥t❛❣❡✉s❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳
✶✳✺✳✷ ❉✐❛❧♦❣✉❡ ❡♥tr❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡t ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥
■❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✐♠❛❣✐♥❡r q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡✉r ❡t ❧❡ s②stè♠❡ q✉✐
✈❛❧✐❞❡ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❛②❛♥t ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♣♦✉r q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❤r❛s❡ ♣✉✐ss❡ êtr❡
❝♦♠♣r✐s❡✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣❤r❛s❡s é❝r✐t❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♠❛✐s
é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❝♦✉r❛♥t✱ q✉✐ ❡st ❣éré ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ t♦✉t❡s ❧❡s
❤②♣♦t❤ès❡s✱ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ❜✉t ❝♦✉r❛♥t✱ ❡t❝. . . ❢♦♥t ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡✱
♦✉ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❞♦✐t s❡ s✐t✉❡r ❧✬❛♥❛❧②s❡✉r✳
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ✐❧ ❡st t♦✉t à ❢❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ♣✉✐ss❡ ❞♦♥♥❡r✱ à ❝❛✉s❡
❞✬❛♠❜✐❣✉ïtés ♥♦♥ rés♦❧✉❡s✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❡t ❞♦♥❝ ♣❧✉s✐❡✉rs tr❛❞✉❝✲
t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❈❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ t❡sté❡✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞♦✐t
❛❧♦rs ✐♥❢♦r♠❡r ❧✬❛♥❛❧②s❡✉r ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s ♦✉
♥♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❝♦✉r❛♥t✳ ❙✐ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡✉r ❞♦✐t é❣❛❧❡♠❡♥t r❡❝❡✈♦✐r
❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❜✉t ❝♦✉r❛♥t ❛✜♥ ❞❡ ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳
✶✳✻ ❉❡♠♦◆❛t ❝♦♠♣❛ré ❛✉① ♠♦❞❡s ▼✐③❛r
▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣❧✐q✉é ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❉❡♠♦✲
◆❛t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣♦✐♥t❡r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❝♦♠♠✉♥s ❡t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❛✈❡❝ ❧❡s s②stè♠❡s ✉t✐❧✐s❛♥t
✉♥ ♠♦❞❡ ▼✐③❛r✳
▲❡s ♣♦✐♥ts ❝♦♠♠✉♥s s♦♥t ❛ss❡③ é✈✐❞❡♥ts ❡♥tr❡ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ r❡str❡✐♥t ❞✉ s②stè♠❡ ❡t ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡
▼✐③❛r ✿ ❧❛ s②♥t❛①❡ ❡st ❛ss❡③ s❡♠❜❧❛❜❧❡✳ ❚♦✉s ❞❡✉① ♦♥t ♣♦✉r ❜✉t ❞✬êtr❡ ❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡ ❞❡
❧❛ ❧❛♥❣✉❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ❡t ❞✬êtr❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐❜❧❡ ♣❛r t♦✉t ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥✳ ❯♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♠♦ts s♦♥t ❝♦♠♠✉♥s✱ t❡❧s q✉❡ ❧❡t✱ ❛ss✉♠❡✱ ♣r♦♦❢ ❡t ❜②✳ ■❧ s✬❛❣✐t à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s ❞✬✉♥
❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❞é❝❧❛r❛t✐❢✳
▲❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s
♣r❡✉✈❡s é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❝❡s ❧❛♥❣❛❣❡s✳ ▲❡ s②stè♠❡ ■s❛r✱ q✉✐ ❡st ❛♣rès ▼✐③❛r ❧✬✉♥ ❞❡s s②stè♠❡s
❛✈❡❝ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❞é❝❧❛r❛t✐❢ ❧❡s ♣❧✉s ❞é✈❡❧♦♣♣és✱ ❢❛✐t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❡t✐t❡s
ét❛♣❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❡t ❧❡s ❣r❛♥❞❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s✳
❉❛♥s ❧❡s ♣❡t✐t❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡✱ ✐❧ ♥✬❡st ❢❛✐t ❛✉❝✉♥ ❛♣♣❡❧ à ✉♥ s②stè♠❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳
❈✬❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♥❞❡s ét❛♣❡s✱ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ q✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡s✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ■s❛r s♦♥t ❛ss❡③ ♣✉✐ss❛♥t❡s✱ ♠❛✐s
✐❧ ② ❡st ❢❛✐t ❧❡ ♠♦✐♥s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣❡❧✳
✶✼
◆♦t♦♥s q✉✬✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ▼✐③❛r✱ s❛✉❢ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❡t q✉❡ ❧❡
r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ✈♦❧♦♥t❛✐r❡♠❡♥t ♣❡✉ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❡♥ ❢❛✐t ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t
❞❛♥s ✉♥ ❢r❛❣♠❡♥t r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❞é❝✐❞❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳ ▲❛ r❛✐s♦♥ ❡st q✉❡
❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞♦♥♥é❡ ✭❝♦♠♠❛♥❞❡ ✈❛❧✐❞é❡ ♦✉ ♥♦♥✮ ❞♦✐t êtr❡ ❧❛ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳
❈✬❡st ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞✉ ❜② q✉✐ ❡st t♦t❛❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡ ❡♥tr❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡
❉❡♠♦◆❛t ❡t ❧❡s ♠♦❞❡s ▼✐③❛r✳ ❊♥ ❡✛❡t ❞❛♥s ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❜② ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧✬✐♠✲
♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s ❞✐✈❡rs❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❝♦✉r❛♥t❡s✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞✬✐♥✢✉❡r s✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱
❛❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞❡s ▼✐③❛r ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ♣ré❝✐s❡♠♠❡♥t ❧❡s rè❣❧❡s à ✉t✐❧✐s❡r✱ ♦✉
❜✐❡♥ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ à ✉t✐❧✐s❡r✳
❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞♦✐t ❜✐❡♥ ❝♦♥♥❛✐tr❡ ❧❡s ❞✐✈❡rs❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ♦✛❡rt❡s ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞❡s s②stè♠❡s ▼✐③❛r✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❉❡♠♦◆❛t✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❛ s❡✉❧❡♠❡♥t
à ❞♦♥♥❡r ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ s❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳
■❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♣❧✉s s♦✉♣❧❡ ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ q✉✐ ♥✬❛ ♣❛s à ❝♦♥♥❛îtr❡
❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡✳
P❧✉s✐❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❢❛✐t❡s s✉r ❧❡ s②stè♠❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝r✐t✳
• ■❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✜♥❡s ♣♦✉r ❞❡ ♣❡t✐t❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
♣r❡sq✉❡ ❝❤❛q✉❡ rè❣❧❡ ❞♦✐t êtr❡ ❥✉st✐✜é❡ ♣❛r ❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r✱ q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ s♦✐t ❝♦♠♣❧❡①❡
♦✉ ♥♦♥✳ ▲✬❛r❣✉♠❡♥t q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❞♦♥♥é ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❞é♠♦♥s✲
tr❛t❡✉r ❡st q✉❡ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❡♥ ❧❛♥❣✉❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ♥❡ s✉✐✈❡♥t ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s
❢♦r♠✉❧❡s ♣r♦✉✈é❡s✳
❆✐♥s✐ ❧♦rs ❞❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱ ✐❧ s❡ ♣❡✉t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡r♠✉t❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②✲
♣♦t❤ès❡s ♦✉ ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❡❧ à ✉♥ s②stè♠❡
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❥✉st✐✜❡r q✉❡ ❧❡ ♥♦✉✈❡❧ ♦r❞r❡ ❞♦♥♥é r❡s♣❡❝t❡ ❜✐❡♥ ❧❡ ❜✉t
❞♦♥♥é✳
■❧ ❢❛✉t ❜✐❡♥ ✈♦✐r q✉❡ ❧❡ ❜✉t ❞✉ ♣r♦❥❡t ❉❡♠♦◆❛t ❡st ❞❡ r❡♥❞r❡ ♣❧✉s ❧✐❜r❡ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ s❛
♣r❡✉✈❡✱ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡✳ ❙✐ ❧❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡s ♠♦❞❡s ▼✐③❛r
s♦♥t ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐❜❧❡s✱ ✐❧s ♦❜❧✐❣❡♥t ♥é❛♥♠♦✐♥s à ✉♥❡ r✐❣❡✉r ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts
❞♦♥♥és ❡t ❞❛♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳
• ▲❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐q✉❡r ❞❡s
♠❡ss❛❣❡s ❞✬❡rr❡✉r ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐❜❧❡s ♣❛r ❞❡s ♣❡rs♦♥♥❡s ♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ♣❛s ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡
❧♦rsq✉❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ é❝❤♦✉❡✳ ▲❡ s②stè♠❡ ▼✐③❛r ❛ ❡♥ ❡✛❡t ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥ s②stè♠❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡
❞♦♥♥❡r ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❞✬❡rr❡✉r ♣ré❝✐s✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❣✉✐❞❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳
❈❡t ❛r❣✉♠❡♥t ❡st ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t t♦✉t à ❢❛✐t ❝♦rr❡❝t ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s
♣❛r rés♦❧✉t✐♦♥✱ q✉✐ tr❛♥s❢♦r♠❡♥t ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❢♦r♠✉❧❡s ❛t♦♠✐q✉❡s ❞♦♥t ❧❡ s❡♥s s❡ ♣❡r❞ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❡rs♦♥♥❡ s♦✉❤❛✐t❛♥t ❝♦♠♣r❡♥❞r❡
❧❡s ♣r❡✉✈❡s✳
■❧ ♥✬❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ✐♥t❡r❞✐t ❞❡ ♣❡♥s❡r q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ✉t✐❧✐sé ✐❝✐ ❞é❝♦♠✲
♣♦s❡ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❡t ♥♦♥ ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡
❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s tr❛✐té❡s ♣❛r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ❡t ❞✬❡♥ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳ ❈✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❞❛♥s
♥♦tr❡ ❝❛s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❝❝ès à ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s✱ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s
❛ss❡③ ❝♦✉rt❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡tr♦✉✈❡r ✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♥❛t✉r❡❧✳
■❧ ♥✬❛ ♣❛s ❡♥❝♦r❡ été ♣❡♥sé ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬é❝❤❡❝ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s
❞♦♥♥é❡s ❛✉ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠❛❧❣ré t♦✉t ✐♠❛❣✐♥❡r ✉♥ ❛✣❝❤❛❣❡
❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s q✉❡ ❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ♥✬❛ ♣❛s ré✉ss✐ à ❞é♠♦♥tr❡r✳ ■❧ ♥❡ ❢❛✉t ♣❛s ♦✉❜❧✐❡r
é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♣❡ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡s q✉✐
❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡♥ ❧❛♥❣✉❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳ ❆✐♥s✐ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ t❡①t❡ ♣❡✉t ♥❡ ♣❛s
❛✈♦✐r rés♦❧✉ ❝❡rt❛✐♥❡s ❛♥❛♣❤♦r❡s ♦✉ ❛♠❜✐❣✉ïtés✱ ❡t ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ❞❡♠❛♥❞é à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r
♣❧✉s ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥s✳
• P❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡✱ ❧✬✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ❞✬♦✉t✐❧s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ é❝❤♦✉❡
❡♥❝♦r❡ ❡t ❡♥❝♦r❡✱ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r tr♦✉✈❡ ✉♥ ♠❛♥q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s
♦✉ ❧❡s ❢❛✐ts ❞é♠♦♥trés ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❝❡ q✉✐ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ s✉❝❝ès ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s
❡st ♣❧✉s ✉♥❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ q✉✬✉♥❡ rè❣❧❡✳
❈✬❡st ❧❛ r❛✐s♦♥ q✉✐ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ❞♦✐t ✈ér✐t❛❜❧❡♠❡♥t êtr❡ ❡✣❝❛❝❡✳ ❉✬❛✉tr❡
♣❛rt✱ ❧✬♦✉❜❧✐ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❡st ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ✐♠❛❣✐♥❡r ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ∃x ∈ A,P (x)✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣❡✉t ❛❧♦rs
é❝r✐r❡✱ ❡♥ ❧❛♥❣✉❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ✿ ✧❙♦✐t x t❡❧ q✉❡ P (x)✧✳
▲✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❛ ♦✉❜❧✐é ❞❡ ♣ré❝✐s❡r q✉❡ x ♣❡✉t êtr❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ A✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡
❛❜s♦❧✉♠❡♥t ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ à ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r
❝♦♠♠❡♥t ré♣❛r❡r ✉♥ t❡❧ ♦✉❜❧✐✳ ❯♥❡ q✉❡st✐♦♥ s❡ ♣♦s❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✿ ❞♦✐t✲♦♥ ré♣❛r❡r ✉♥ t❡❧
♦✉❜❧✐ ❄ ❙✐ ❧❡s ♦✉t✐❧s q✉❡ ♥♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣♦♥s s♦♥t ♣♦✉r ❡♥s❡✐❣♥❡r ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❛✉① ét✉❞✐❛♥ts✱
✐❧ ❡st ❝❡rt❛✐♥ q✉❡ ❞❡ t❡❧s ❝❤♦s❡s ♥❡ ❞♦✐✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ♦✉❜❧✐és✳
❙✐ ❧❡ ❜✉t ❡st ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥ ♦✉t✐❧ ♣♦✉r ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s✱ ❛❧♦rs ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡
❝❤♦s❡ ❞❡✈r❛✐t ♣♦✉✈♦✐r êtr❡ ❞ét❡❝té✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs s❡ r❛♠❡♥❡r à ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞✐t
♣❧✉s ❤❛✉t✱ à s❛✈♦✐r q✉✬❛✉ ♠♦♠❡♥t ❝r✉❝✐❛❧ ♦ù ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡
x ❛♣♣❛rt✐❡♥t à A✱ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ é❝❤♦✉❡ ❡t ❡①♣❧✐q✉❡ q✉✬❡❧❧❡ ♥✬❛ ♣❛s ♣✉ ♣r♦✉✈❡r ❝❡ ❢❛✐t✳
✶✾
❈❍❆P■❚❘❊ ✷
❯◆ ▲❆◆●❆●❊ ❘❊❙❚❘❊■◆❚
✷✳✶ ❈❡ q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s é❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐❢✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ✉♥ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡
❡♥tr❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ é❝r✐t❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡t ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣❛r ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❈❡t ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❡st
✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ r❡str❡✐♥t ❞♦♥t ❧❡ ❜✉t ❡st ❞✬êtr❡ ❛✐sé♠❡♥t ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❡t q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝r✐r❡
❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛✉ss✐ ♣ré❝✐s❡ q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳
P♦✉r q✉❡ ❝❡ ❧❛♥❣❛❣❡ r❡str❡✐♥t s♦✐t r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❡t ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❞♦✐t r❡♣♦s❡r
s✉r ✉♥ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ ❛ss❡③ ♣❛✉✈r❡ ♠❛✐s s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ t♦✉t ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t✳ P❧✉s ♦♥
❛❥♦✉t❡r❛ ❞❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡✱ ♣❧✉s ✐❧ s❡r❛ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❧❛♥❣✉❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❧❛ ♣❧✉s ❧✐❜r❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s✱ ♠❛✐s ♣❧✉s ♦♥ s✬é❧♦✐❣♥❡r❛ ❞✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡
❢♦r♠❡❧❧❡✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ♣❛r✈❡♥✐r à ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s✳
▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ r❡str❡✐♥t ❞♦✐t ♣♦✉✈♦✐r ❞é❝r✐r❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣r❡✉✈❡s q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ét❛❜❧✐r✳ ❖r
❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♥❡ s❡ ✈♦✐t ♣❛s ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❞❡ rè❣❧❡s✳ ❯♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡st ♣❧✉tôt ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ q✉✐ s✬✐♥t❡r♣rèt❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛r❜r❡✳
▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞♦✐t ❞♦♥❝ ♣♦✉✈♦✐r ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ rè❣❧❡s✳
◆♦✉s ❞❡✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉✈♦✐r ✐♥❝❧✉r❡ ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ❡♥
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣ré❝✐s❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❧❡♠♠❡✱ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣❛r ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♦✉ ❛✈❡❝
❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛❧❡✉rs✳ ❈❡s ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t ♣ré❝✐❡✉s❡s ♣♦✉r ❛✐❞❡r ❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r à ♦r✐❡♥t❡r
s❡s r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts ✈❡rs ❧❛ ❜♦♥♥❡ ♣r❡✉✈❡✳ ❈❡s ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ♣r❡✉✈❡s é❝r✐t❡s
❡♥ ❧❛♥❣✉❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ❝❛r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞ét❛✐❧❧é❡ ✐♥❞✐q✉❡ t♦✉❥♦✉rs ❧❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞✉
♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ét❛♣❡ à ✉♥❡ ❛✉tr❡✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ✈♦✐r ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ r❡str❡✐♥t q✉✐ t❡♥t❡ ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡s
❡①✐❣❡♥❝❡s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡♥ ❞♦♥♥❡r ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥❡
q✉✐♥③❛✐♥❡ ❞❡ ♠♦ts ❝❧és✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ s❡r❛ ❞é❞✐é❡ à ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❤r❛s❡ ❞❡
❝❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳
✷✳✷ ▲❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡
❉♦♥♥♦♥s ✐❝✐ ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ r❡str❡✐♥t✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ♥♦✉s ❞é❝r✐r♦♥s
❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ♥♦♠s ❡t ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱ ♣❛r ❧✐st❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s ✉♥❡
s❡❝♦♥❞❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ♣r♦♣r❡♠❡♥t ❞✐t✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ❞❛♥s
✉♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❧❛♥❣❛❣❡✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ ❣r❛♠♠❛✐r❡ ❧❡s ♠♦ts✲❝❧és ✭s②♠❜♦❧❡s t❡r♠✐♥❛✉①✮ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ s♦♥t é❝r✐ts ❡♥
♠❛❥✉s❝✉❧❡✳ ▲❡s s②♠❜♦❧❡s ♥♦♥ t❡r♠✐♥❛✉① s♦♥t ❡✉① é❝r✐ts ❡♥ ♠✐♥✉s❝✉❧❡✳
✷✵
✷✳✷✳✶ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠s ❡t ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s
• ❈❡rt❛✐♥s ♠♦ts✲❝❧és ♦♥t ❞❡s t②♣❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡✉r ❧❡①✐❝❛❧ ❞♦✐t
❧❡✉r ❛tt❛❝❤❡r ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ t②♣❡ q✉✐ s❡r❛ ❞♦♥♥é à ❧✬❛♥❛❧②s❡✉r s②♥t❛①✐q✉❡✳
❱♦✐❝✐ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ♠♦ts ❝❧és ❛✈❡❝ ❛r❣✉♠❡♥ts ✿
✕ ◆❆▼❊ ✿ ♥♦♠ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦✉ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❀
✕ ❋❖❘▼❯▲❆ ✿ ❢♦r♠✉❧❡ ❀
✕ ❍❨P◆❆▼❊ ✿ ♥♦♠ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡ ❀
✕ ❊◗❯❆▲ ✿ ✉♥ ♥♦♠ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ é❣❛❧❡ ✉♥ t❡r♠❡ ❀
✕ ▲❆❇❊▲ ✿ ♥♦♠ ❞❡ ❜✉t✳
▲❡s ❛✉tr❡s ♠♦ts ❝❧és s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧✬❛♥❛❧②s❡✉r q✉❛♥❞ ✐❧ ❞ét❡❝t❡ ❧❡ ♠♦t ❝❧é ❝♦♥❝r❡t✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ ✈✐r❣✉❧❡ ❡st ❛♥❛❧②sé❡ ❝♦♠♠❡ ❱■❘●✳
• ❱♦✐❝✐ ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡✱ q✉✐ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❞❡s ❧✐st❡s ✿
♥❛♠❡❧✐st ::=
⑤ ◆❆▼❊
⑤ ◆❆▼❊ ❱■❘● ♥❛♠❡❧✐st
❢♦r♠ ::=
⑤ ❋❖❘▼❯▲❆ ❍❨P◆❆▼❊
⑤ ❋❖❘▼❯▲❆
❢♦r♠❧✐st ::=
⑤ ❢♦r♠
⑤ ❢♦r♠ ❆◆❉ ❢♦r♠❧✐st
♥❛♠❡❴❢♦r♠❴❡q ::=
⑤ ❍❨P◆❆▼❊
⑤ ❋❖❘▼❯▲❆
⑤ ❊◗❯❆▲
♥❛♠❡❴❢♦r♠❴❡q❴❧✐st ::=
⑤ ♥❛♠❡❴❢♦r♠❴❡q
⑤ ♥❛♠❡❴❢♦r♠❴❡q ❱■❘● ♥❛♠❡❴❢♦r♠❴❡q❴❧✐st
• ▼❛✐t❡♥❛♥t ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝❡r à ❞♦♥♥❡r ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉①
♥♦♠s ✿
❧❡ts✉✐t❡ ::= ▲❊❚ ♥❛♠❡❧✐st
s❡❛r❝❤s✉✐t❡ ::= ❙❊❆❘❈❍ ♥❛♠❡❧✐st
❛ss✉♠❡s✉✐t❡ ::= ❆❙❙❯▼❊ ❢♦r♠❧✐st
❞❡❞✉❝❡s✉✐t❡ ::= ❉❊❉❯❈❊ ❢♦r♠❧✐st
▲❡s é❧é♠❡♥ts ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r ▲❊❚ s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✱ ❡t ❝❡❧❧❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❙❊❆❘❈❍
s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❆❙❙❯▼❊ s♦♥t ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s q✉❡ ♥♦✉s
❛❥♦✉t♦♥s✱ ❡t ❝❡❧❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❉❊❉❯❈❊ s♦♥t ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♣r♦✉✈é❡s
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r êtr❡ ❛❥♦✉té❡s✳
• ❱♦✐❝✐ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❥♦✉t❡r ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬❛✐❞❡r ❧❡ ❞é♠♦♥str❛✲
t❡✉r ✿
✷✶
✇✐t❤s✉✐t❡ ::= ❲■❚❍ ♥❛♠❡❴❢♦r♠❴❡q❴❧✐st
♥❛♠❡❴♦r❴❢♦r♠ ✿ ✿❂
⑤ ❍❨P◆❆▼❊
⑤ ❋❖❘▼❯▲❆
❡❧✇✐t❤❡❧t ::=
⑤ ♥❛♠❡❴♦r❴❢♦r♠
⑤ ♥❛♠❡❴♦r❴❢♦r♠ ✇✐t❤s✉✐t❡
❡❧✇✐t❤❧✐st ::=
⑤ ❡❧✇✐t❤❡❧t
⑤ ❡❧✇✐t❤❡❧t ❆◆❉ ❡❧✇✐t❤❧✐st
❜②s✉✐t❡ ::=
⑤ ❇❨ ❡❧✇✐t❤❧✐st
⑤ ❇❨ ❡❧✇✐t❤❧✐st ❜②s✉✐t❡
❧❛ s②♥t❛①❡ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❇❨ ❬✳✳✳❪ ❲■❚❍ ❬✳✳✳❪✳ ❆♣rès ✉♥ ❇❨ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r
❧❡ ♥♦♠ ❞✬✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♦✉ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✱ ❡t ❛♣rès ✉♥ ❲■❚❍ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r ❧❛ ♠ê♠❡
❝❤♦s❡✱ ♣❧✉s ✉♥❡ é❣❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡❂t❡r♠❡✳
✷✳✷✳✷ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡
❱♦✐❝✐ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡✉r s②♥t❛①✐q✉❡ ❝❤❡r❝❤❡
à r❡❝♦♥♥❛✐tr❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ♥❝✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♥❝ ❡st ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡✳
❈❡❧✉✐✲❝✐ ❛ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ q✉✐ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ♥❝s✳ ▲❡s ♥❝s ❞é❝r✐✈❡♥t ❞❡s ❝♦♠✲
♠❛♥❞❡s s✐♠♣❧❡s✱ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s❛♥s ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡✉✈❡✳ ▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s
♥❝s ❞é♣❡♥❞❡♥t q✉❛♥t à ❡❧❧❡s ❞❡ ♠❡t❛✱ ❞♦♥t ❧❡ ❜✉t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❞é❝r✐r❡
❞❡s rè❣❧❡s ♣❛r ❧❡s ♣ré♠✐ss❡s✳
• ▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♥❝ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
♥❝ ::=
⑤ ♥❝s
⑤ ❜②s✉✐t❡ ♥❝s
⑤ P❘❖❱❊ ❢♦r♠
⑤ P❘❖❱❊ ❢♦r♠ ♥❝
⑤ P❘❖❱❊ ❢♦r♠ ♥❝ ■◆ ♥❝
⑤ P❘❖❱❊ ❢♦r♠ ■◆ ♥❝
⑤ ❇❨❆❇❙❯❘❉
⑤ ❇❨❆❇❙❯❘❉ ❍❨P◆❆▼❊
⑤ ❇❨❆❇❙❯❘❉ ♥❝
⑤ ❇❨❆❇❙❯❘❉ ❍❨P◆❆▼❊ ♥❝
⑤ ❙❊❚ ❊◗❯❆▲
⑤ ❙❊❚ ❊◗❯❆▲ ♥❝
⑤ ▲❆❇❊▲ ❍❨P◆❆▼❊
◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ♥❝s ♣❧✉s ❜❛s✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s s✐♠♣❧❡s✱ s❛♥s ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡
❞♦♥♥és ♣❛r ❇❨ ❬✳✳✳❪ ❲■❚❍ ❬✳✳✳❪✳ ❉✬❛✉tr❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♥✬♦♥t ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞✬✐♥❞✐❝❡ ✿
✕ P❘❖❱❊ ♣❡r♠❡t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ rés✉❧t❛t ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ à ♣r♦✉✈❡r ❀
✕ ❇❨❆❇❙❯❘❉ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡ ❀
✕ ❙❊❚ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r à ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♠♣ér❛t✐✈❡✳ ▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥
✷✷
❡st q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ s❡♠❜❧❛❜❧❡ à ✬s❡t x = f(t)✬ ♦ù x ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✉ ❜✉t ❝♦✉r❛♥t ❀
✕ ▲❆❇❊▲ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ ♥♦♠ ❛✉ ❜✉t ❝♦✉r❛♥t✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✷✳✶ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠♦t ❝❧é ✐❧ ♣❡✉t ② ❛✈♦✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ❡♥tré❡s ❝❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r
♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡r ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ♦✉ ♥♦♥✱ ❡t ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r q✉❡❧❧❡s
❜r❛♥❝❤❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ✐❧ ❝♦♥t✐♥✉❡✳
✕ ✧P❘❖❱❊ ❢♦r♠ ♥❝ ■◆ ♥❝✧✱ q✉✐ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞❡s P❘❖❱❊✱ ❡st à ✐♥t❡r♣rét❡r ❛✐♥s✐ ✿
❧❡ ♣r❡♠✐❡r nc ❡st ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❢♦r♠ ❡t ❧❡
s❡❝♦♥❞ ❡st ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❜✉t ❝♦✉r❛♥t❡ ❛✈❡❝ ❢♦r♠ ❛❥♦✉té❡ ❛✉① ❤②♣♦t❤ès❡s✳
✕ P♦✉r ❇❨❆❇❙❯❘❉ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❝✐❞❡r ♦✉ ♥♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ ♥♦♠ à ❧❛ ♥é❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❢♦r♠✉❧❡ ❜✉t ❝♦✉r❛♥t❡ ❛✈❡❝ ❍❨P◆❆▼❊✱ ♣✉✐s ❞❡ ❢❛✐r❡ t♦✉t ❞❡ s✉✐t❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♦✉ ♥♦♥
❛✈❡❝ ♥❝✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✷✳✷ ❚♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s✱ s❛✉❢ s✐ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡
❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡♥❞ ❧❡ ❜✉t ❝♦✉r❛♥t ✈❛❧✐❞❡✱ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✐♥st❛♥❝✐é❡s ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❙❊❚
♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ t❡r♠✐♥❡✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s t♦✉t❡❢♦✐s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✹✱
❝♦♠♠❡♥t ✐❧ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞é❝♦✉✈r✐r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳
◆♦t❡ ✷✳✷✳✸ ❧❡ ♠♦t ❝❧é ▲❆❇❊▲ ♣❡✉t✲êtr❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ❛ss✐st❛♥t ❞❡ ❞é♠♦♥s✲
tr❛t✐♦♥✱ ♦ù ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ r❡str❡✐♥t ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r
❧❡ ❜✉t ❝♦✉r❛♥t✳ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❡♥ ❡✛❡t ♣❛s ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ r❡str❡✐♥t
❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✬✉♥ ❜✉t q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❜✉t ❝♦✉r❛♥t✳ ❈❡❧❛ ♣❡r✲
♠❡tt❛✐t ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ ❡t s♦♥ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❝❤❛♥❣❡r ❞❡ ❜✉t
❝♦✉r❛♥t ❡st ✉♥ ❛rt✐✜❝❡ q✉✐ ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ❛✈❛♥❝❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳
• ▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♥❝s s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ✿
♥❝s ::=
⑤ ❞❡❞✉❝❡s✉✐t❡ ♥❝
⑤ ❞❡❞✉❝❡s✉✐t❡
⑤ ❚❘■❱■❆▲
⑤ ♠❡t❛
❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ❛✉ ❝❤♦✐① ✿
✕ ❞é❞✉✐r❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ❛✈❡❝ ❞❡❞✉❝❡s✉✐t❡ ♣✉✐s é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥t✐✲
♥✉❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ❞✬♦ù ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♥❝ ❀
✕ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡ ❜✉t ❝♦✉r❛♥t ❞♦✐t êtr❡ ❞é♠♦♥tré ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❚❘■❱■❆▲ ❀
✕ ❞é❝r✐r❡ ✉♥❡ rè❣❧❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ❛✈❡❝ ♠❡t❛✳
• ❱♦✐❝✐ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♠❡t❛ ✿
✷✸
♠❡t❛ ::=
⑤ ❧❡ts✉✐t❡ ♠❡t❛
⑤ s❡❛r❝❤s✉✐t❡ ♠❡t❛
⑤ ❛ss✉♠❡s✉✐t❡ ♠❡t❛
⑤ ❛ss✉♠❡s✉✐t❡
⑤ ❛ss✉♠❡s✉✐t❡ ▲❆❇❊▲ ❍❨P◆❆▼❊
⑤ ❙❍❖❲ ❋❖❘▼❯▲❆ ♥❝ ❙❍❖❲◆
⑤ ❙❍❖❲ ❋❖❘▼❯▲❆
⑤ P❘❖❖❋ ♥❝ ❊◆❉P❘❖❖❋
⑤ ♠❡t❛ ❚❍❊◆ ♠❡t❛
⑤ P❇❊●■◆ ♠❡t❛ P❊◆❉
♠❡t❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ✉♥❡ rè❣❧❡ ♣❛r ❧❡s ♣ré♠✐ss❡s ❡t ❞♦♥❝ ♣❛r ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉♣♣❧é✲
♠❡♥t❛✐r❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛❥♦✉t❡✳ ■❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣♦✉r é❧✐♠✐♥❡r ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱
❞♦♥❝ ❧❡s ♣ré♠✐ss❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ❜✉t ❝♦✉r❛♥t✳
▲❡ ❝❤♦✐① ❛ été ❢❛✐t q✉✬❛✉❝✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♥❡ ♣✉✐ss❡ êtr❡ é❧✐♠✐♥é❡ ❝❛r ❞❛♥s ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡
é❝r✐t❡ ❡♥ ❧❛♥❣✉❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ✐❧ ❡st très r❛r❡♠❡♥t ✭♣♦✉r ♥❡ ♣❛s ❞✐r❡ ❥❛♠❛✐s✮ ❢❛✐t ♠❡♥t✐♦♥
❞✉ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♥❡ s❡rt ♣❧✉s✳
✕ ❧❡s ▲❊❚ ❞❛♥s ❧❡ts✉✐t❡ ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❀
✕ ❧❡s ❙❊❆❘❈❍ ❞❛♥s s❡❛r❝❤s✉✐t❡ ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❀
✕ ❧❡s ❆❙❙❯▼❊ ❞❛♥s ❛ss✉♠❡s✉✐t❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛❥♦✉t❡r ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s à ❧❛ ♣ré♠✐ss❡
q✉❡ ❧✬♦♥ ❞é❝r✐t ❀
✕ ❙❍❖❲ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ à ♣r♦✉✈❡r✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ♣ré♠✐ss❡ q✉❡ ❧✬♦♥
❞é✜♥✐t ❛ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❜✉t ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❜✉t ❝♦✉r❛♥t❡ ❀
✕ ❚❍❊◆ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ ♣ré♠✐ss❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❀
✕ P❘❖❖❋ ❬✳✳✳❪ ❊◆❉P❘❖❖❋ ❡t P❇❊●■◆ ❬✳✳✳❪ P❊◆❉ s♦♥t ❞❡s ♣❛r❡♥t❤ès❡s✳ ■❧ ② ❛ ✉♥❡
❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉①✳ ▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s s❡r✈❡♥t à ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛
♣ré♠✐ss❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ❞é❝r✐r❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s s❡❝♦♥❞❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❞❡s
♣❛r❡♥t❤ès❡s ❡♥tr❡ ♣ré♠✐ss❡s✳
❊♥ ❢❛✐t ❚❍❊◆ ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝♦♥♥❡❝t❡✉r ❜✐♥❛✐r❡ q✉✐ ❡st ❛ss♦❝✐❛t✐❢ à ❞r♦✐t❡✱
❡t P❇❊●■◆ ❡t P❊◆❉ s♦♥t ❞❡s ♣❛r❡♥t❤ès❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡s ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s à
❣❛✉❝❤❡✳
❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s ♣❛r❡♥t❤ès❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❝♦♥st❛♥t❡s
♦✉ ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣ré♠✐ss❡s ❡t ❞♦♥❝ ❞✬é✈✐t❡r ❞❡ ❧❡s ré♣ét❡r✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✷✳✹ ■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❝✬❡st ❜✐❡♥ ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ rè❣❧❡s q✉❡ ❧✬♦♥
❞é❝r✐t✱ ❡t q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♣❡✉t êtr❡ ❛rrêté q✉❛♥❞ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❧❡ ❞és✐r❡✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ q✉✐ ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ rè❣❧❡s✳ ❈❡❧❛ ♥❡
♣é♥❛❧✐s❡ ♣❛s ❞✉ t♦✉t ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡ q✉✐ ❡st ♣r♦✉✈é ❡st ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té
❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s rè❣❧❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❡t ♥♦♥ t♦✉t❡s ❧❡s rè❣❧❡s ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s
❧❡ ✈❡rr♦♥s ♣❧✉s t❛r❞✳
✷✳✷✳✸ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥♥❡r q✉❡❧q✉❡s ♣❤r❛s❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ❡♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✿
✷✹
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s à ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
(a→ c)→ (b→ c)→ (a ∨ b)→ c
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs é❝r✐r❡ ✿
✶✳ ❛ss✉♠❡ a→ c ❛♥❞ b→ c ❛♥❞ a ∨ b s❤♦✇ c✳
✷✳ ❛ss✉♠❡ a t❤❡♥ ❛ss✉♠❡ b✳
✸✳ ❞❡❞✉❝❡ c✳
✹✳ tr✐✈✐❛❧✳
✺✳ ❞❡❞✉❝❡ c✳
✻✳ tr✐✈✐❛❧✳
q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t ❡①♣❧✐q✉❡r ❛✐♥s✐ ét❛♣❡ ♣❛r ét❛♣❡ ✿
✶✳ tr♦✐s ❤②♣♦t❤ès❡s s♦♥t ❛❥♦✉té❡s✱ a→ c✱ b→ c ❡t a ∨ b ❡t ❧❡ ❜✉t ❡st ❝❤❛♥❣é ❡♥ c✳
✷✳ ♦♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ❝❛s✱ ❞♦♥❝ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞❡✉① ❜✉ts à ♣r♦✉✈❡r✳ ❯♥
♣r❡♠✐❡r ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ❛ a ❝♦♠♠❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❡t ✉♥ s❡❝♦♥❞ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ❛ b
❝♦♠♠❡ ❤②♣♦t❤ès❡✳
✸✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❜✉t✱ ♦ù ❧✬♦♥ ❛ s✉♣♣♦sé a✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t c✳
✹✳ t♦✉❥♦✉rs ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❜✉t✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡st é✈✐❞❡♥t ❡t ♦♥ t❡r♠✐♥❡ s❛ ♣r❡✉✈❡✳
✺✳ ❉❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❜✉t✱ ♦ù ❧✬♦♥ ❛ s✉♣♣♦sé b✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t c✳
✻✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ❜✉t ❡st é✈✐❞❡♥t ❡t ♦♥ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ ■❧ ♥❡ r❡st❡ ❛❧♦rs ♣❧✉s r✐❡♥ à
♣r♦✉✈❡r✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✉ss✐ ❢❛✐r❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❧♦♥❣✉❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿
❛ss✉♠❡ a→ c ❛♥❞ b→ c ❛♥❞ a ∨ b s❤♦✇ c ❛ss✉♠❡ a ♣r♦♦❢ ❞❡❞✉❝❡ c tr✐✈✐❛❧ ❡♥❞♣r♦♦❢ t❤❡♥
❛ss✉♠❡ b ♣r♦♦❢ ❞❡❞✉❝❡ c tr✐✈✐❛❧ ❡♥❞♣r♦♦❢ s❤♦✇♥✳
◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s ✐❝✐ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦♦❢ ❡t ❡♥❞♣r♦♦❢✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✷✳✺ ■❧ ❡st ❜✐❡♥ ❝❡rt❛✐♥ q✉✬✉♥❡ ♣❤r❛s❡ ❧♦♥❣✉❡ ❞é❝r✐✈❛♥t ✉♥ ❛r❜r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡
❡st ❜✐❡♥ ♠♦✐♥s ❧✐s✐❜❧❡ q✉✬✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ ♣❤r❛s❡s ❝♦✉rt❡s ♥❡ ❞é❝r✐✈❛♥t q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ rè❣❧❡
à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ✐❧ ❢❛✉t ❜✐❡♥ ❣❛r❞❡r ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ q✉❡ ❝❡ ❧❛♥❣❛❣❡ r❡str❡✐♥t ❡st
s✉♣♣♦sé êtr❡ ✉♥ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡♥ ❧❛♥❣✉❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡t ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛
♠❛❝❤✐♥❡✳ ❉♦♥❝ à ❛✉❝✉♥ ♠♦♠❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♥✬❡st ❝❡♥sé ❧❛ ❧✐r❡✳
■❧ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t t♦✉t à ❢❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡ ❧❛♥❣❛❣❡✱ ❡t ❧✬♦♥
♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❢❛✐r❡ s♦✐t ❞❡s ♣❡t✐t❡s ♣❤r❛s❡s s♦✐t ❞❡ ❣r❛♥❞❡s✳
▲❡ ❧❡❝t❡✉r ✐♥tér❡ssé ♣♦✉rr❛ ✈♦✐r ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ■❱ ❞✬❛✉tr❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❧✬✉s❛❣❡ ❞✉ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡
r❡str❡✐♥t✳
✷✺
✷✳✸ ▲✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥
❙✐ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❡♥ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡✱ s♦♥ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❞❡
❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé❡✳ ❈❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✐♥t❡r♣rèt❡ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ♣❤r❛s❡ é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡
r❡str❡✐♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ ♣❤r❛s❡ ❧❡ ❜✉t
❝♦✉r❛♥t✳ ▲❛ ♣❤r❛s❡ ❡st ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✱ ❡t ❧❡s ❜✉ts ❝♦✉r❛♥ts s♦♥t
❞❡s séq✉❡♥ts ♣♦✉r ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ❞♦♥❝ ❧❡ ❜✉t ❝♦✉r❛♥t ❛ ❧❛ ❢♦r♠❡ H ⊢ G✱ ♦ù H
❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s✱ ❡t G ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✳
▲✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞♦♥♥é s❡ ❢❛✐t ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s✳
✕ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❜✉ts ét✐q✉❡té ♣❛r ❧❡s rè❣❧❡s ❞é❝r✐t❡s
♣❛r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣❛r ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡
♣r❡✉✈❡✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✈ér✐✜é❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❛r❜r❡✳
✕ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❡st ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s à ♣r♦✉✈❡r ♣♦✉r ❥✉st✐✜❡r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s
rè❣❧❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳ P♦✉r ❝❡tt❡ s❡❝♦♥❞❡ ét❛♣❡✱ ♣r❡sq✉❡ ❝❤❛q✉❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡
❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ r❡st❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳ ❈❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r
t♦✉t❡s ❧❡s rè❣❧❡s ❝❛r ❝❡rt❛✐♥❡s r❡st❡♥t t♦✉❥♦✉rs ✈❛❧✐❞❡s ❡t ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ♣❛s ❞❡ ♣r❡✉✈❡✳
❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ P❘❖❱❊
❡t ❞❡ ❇❨❆❇❙❯❘❉✳
◆♦✉s s✐♠♣❧✐✜❡r♦♥s ♥♦s ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡ q✉✐ ❛ été ✐♠♣❧é♠❡♥té ❛✜♥ ❞❡ ❝❧❛r✐✜❡r
❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡s ❝❤♦s❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❞❡✉① ét❛♣❡s q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ♥❡ s♦♥t ❞❛♥s ❧❡s
❢❛✐ts ♣❛s t♦t❛❧❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ♠❛✐s ❞é❝r✐r❡ ❧❡ t♦✉t ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s s❡r❛✐t s❛♥s ❞♦✉t❡
❧♦✉r❞ ❡t ♣rêt❡r❛✐t à ❝♦♥❢✉s✐♦♥✳
▲✬❛r❜r❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ♣❛r❝♦✉r✉ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ▲❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥
✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s✱ ❡t ♣❡✉✈❡♥t ❛❥♦✉t❡r ❞❡s ét❛♣❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❛✉① rè❣❧❡s
❞é❞✉✐t❡s q✉❛♥❞ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❥✉st✐✜és ❡✉①✲♠ê♠❡s✳ ▲✬❛♣♣❡❧ ❛✉ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r s❡
❢❛✐t ❛❧♦rs ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r
✕ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧❡s rè❣❧❡s ❀
✕ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❞❡❞✉❝❡s✉✐t❡ ♦✉ ♣❛r ❧❡s ❇❨❬✳✳✳❪ ❲■❚❍❬✳✳✳❪ ❀
✕ ❧❡ ❜✉t ❝♦✉r❛♥t ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❧♦rs ❞✬✉♥ ❛♣♣❡❧ à ❚❘■❱■❆▲✳
✷✳✸✳✶ ▲✬❛r❜r❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡
❉é✜♥✐ss♦♥s ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
✕ interpnc q✉✐ à ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ nc ❡t ✉♥ ❜✉t ❝♦✉r❛♥t B = (H ⊢ G) ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡
♣r❡✉✈❡ ❀
✕ interpncs q✉✐ à ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s✐♠♣❧❡ ncs ❡t ✉♥ ❜✉t ❝♦✉r❛♥t B = (H ⊢ G) ❛ss♦❝✐❡ ✉♥
❛r❜r❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❀
✕ interpmeta q✉✐ à ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ meta ❡t ✉♥ ❜✉t ❝♦✉r❛♥t B = (H ⊢ G) ❛ss♦❝✐❡ ✉♥❡ ❧✐st❡
✭♦r❞♦♥♥é❡✮ ❞✬❛r❜r❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡✱ ❞♦♥t ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❡st ❧❛ ♣ré♠✐ss❡ ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡✳
▲❡s ❛r❜r❡s s❡r♦♥t ✐❝✐ ét✐q✉❡tés ♣❛r ❞❡s ♠♦ts ❝❧és ✿ st♦♣✱ tr✐✈✐❛❧✱ ✈❛❧✐❞❡✱ ♣r♦✉✈❡ ❡t ❞❡❞✉✐t
q✉✐ s✐❣♥✐✜❡♥t ❝♦♠♠❡♥t ❞♦✐t êtr❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞é❡ ❧❛ rè❣❧❡✳ ▲❡s ♠♦ts ❝❧és st♦♣ ❡t
tr✐✈✐❛❧ ét✐q✉❡tt❡♥t ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❡t ❧❡s ❛✉tr❡s ét✐q✉❡tt❡♥t ❧❡s ♥♦❡✉❞s✳ ❱♦✐❝✐ ❧❡✉r s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✿
✕ st♦♣ ✿ ❧❡ ❜✉t ❡st ❧❛✐ssé à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❀
✷✻
✕ tr✐✈✐❛❧ ✿❧❡ ❜✉t ❞♦✐t êtr❡ ♣r♦✉✈é ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❀
✕ ❞❡❞✉✐t ✿ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❛❥♦✉té❡s ❡♥ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞♦✐t êtr❡ ♣r♦✉✈é❡ s♦✉s ❧❡s ❤②♣♦✲
t❤ès❡s ❝♦✉r❛♥t❡s ❀
✕ ✈❛❧✐❞❡ ✿ ❧❛ rè❣❧❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡ ❡t ♥✬❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬❛✉❝✉♥❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❀
✕ ♣r♦✉✈❡ ✿ ❧❛ rè❣❧❡ ❞♦✐t êtr❡ ❥✉st✐✜é❡ ♣❛r ✉♥ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ❡♥ ♣r♦✉✈❛♥t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✱ q✉❡
♥♦✉s ❞ét❡r♠✐♥❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✳
P♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡s ❜✉ts ❝♦✉r❛♥ts✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❡♥ ♣❧✉s q✉✬à ❝❤❛❝✉♥ ❡st ❛ss♦❝✐é
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❡t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s✱ ♥♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t✱
♠❛✐s ♦r❞♦♥♥é❡s s❡❧♦♥ ❧❡✉r ♦r❞r❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❝❛s ❧❡s ♣❧✉s ❣é♥ér❛✉①✱ ✧P❘❖❱❊ ❢♦r♠✧ ét❛♥t ✉♥ ❝❛s
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ✧P❘❖❱❊ ❢♦r♠ ♥❝ ■◆ ♥❝✧ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ❜❡s♦✐♥ ❞✬❛❥♦✉t❡r
❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ✈✐❞❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈♦✐r ✧P❘❖❱❊ ❢♦r♠✧ ❝♦♠♠❡ ✧P❘❖❱❊ ❢♦r♠ ∅ ■◆
∅✧✳
✶✳ ♣♦✉r interpnc ✿
✕ interpnc✭∅ ❀B✮❂
st♦♣
B
✕ interpnc✭♥❝s ❀B✮❂interpncs✭♥❝s ❀B✮
✕ interpnc✭❜②s✉✐t❡ ♥❝s ❀B✮❂interpncs✭♥❝s ❀B✮
✕ interpnc✭P❘❖❱❊ F ♥❝1 ■◆ ♥❝2 ❀B✮❂
interpnc(♥❝1;H ⊢ F ) interpnc(♥❝2;H,F ⊢ G)
✈❛❧✐❞❡
G
✕ interpnc✭❇❨❆❇❙❯❘❉ ❍❨P◆❆▼❊ ♥❝ ❀B✮❂
interpnc(♥❝;H,¬G ⊢⊥)
✈❛❧✐❞❡
G
✕ interpnc✭❙❊❚ ❊◗❯❆▲ ♥❝ ❀B✮❂
interpnc(♥❝;Bσ)
✈❛❧✐❞❡
B
❖ù σ ❡st ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ q✉✐ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠❡♠❜r❡
❞❡ ❊◗❯❆▲ ❡♥ ❧❡ t❡r♠❡ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❊◗❯❆▲✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡
❡st ✈❛❧✐❞❡ s✐ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❞♦♥t ♦♥ ✈❡✉t ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡
❞✉ ❜✉t ❡t q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ ♥✬✉t✐❧✐s❡ q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ B ✐♥tr♦❞✉✐t❡s
❛✈❛♥t x✳ ❊♥s✉✐t❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ❧✐❜r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t Bσ✳
✕ interpnc✭▲❆❇❊▲ ❍❨P◆❆▼❊ ❀B✮❂
st♦♣
B
✷✳ ♣♦✉r interpncs ✿
✕ interpncs✭❞❡❞✉❝❡s✉✐t❡ ♥❝ ❀B✮❂
✷✼
interpnc(♥❝;H,F1, . . . , Fn ⊢ G)
❞❡❞✉✐t
B
❙✐ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❞♦♥♥é❡ ❛♣rès ❉❊❉❯❈❊ ❡st F1, . . . , Fn✳
✕ interpncs✭❚❘■❱■❆▲✱B✮❂
tr✐✈✐❛❧
B
✕ interpncs✭♠❡t❛ ❀B✮❂
interpmeta(♠❡t❛;B)
♣r♦✉✈❡
B
interpmeta ét❛♥t ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞✬❛r❜r❡s✱ ♦♥ ✈♦✐t ❧❛ rè❣❧❡ ❝♦♠♠❡ ❛②❛♥t ♣♦✉r ♣ré♠✐ss❡s
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡s ❛r❜r❡s✳
✸✳ ♣♦✉r interpmeta ✿
✕ interpmeta✭❧❡ts✉✐t❡ ♠❡t❛ ❀B✮❂interpmeta✭♠❡t❛ ❀B✮
❖ù ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ ✧❧❡ts✉✐t❡✧✱ q✉✐ ♥❡ ❞♦✐✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ❞❡s
❝♦♥st❛♥t❡s ♦✉ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❡✉r ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡s
❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ B✳
✕ interpmeta✭s❡❛r❝❤s✉✐t❡ ♠❡t❛ ❀B✮❂interpmeta✭♠❡t❛ ❀B✮
❖ù ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ ✧s❡❛r❝❤s✉✐t❡✧✱ q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s
♦✉ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❡✉r ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ B✳
✕ interpmeta✭❛ss✉♠❡s✉✐t❡ ♠❡t❛ ❀B✮❂ interpmeta✭♠❡t❛ ❀H,F1, . . . , Fn ⊢ G✮
❖ù F1✱. . . ✱Fn s♦♥t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ ✧❛ss✉♠❡s✉✐t❡✧✳
✕ interpmeta✭❙❍❖❲ ❋ ♥❝ ❙❍❖❲◆ ❀B✮❂interpnc✭♥❝ ❀H ⊢ F ✮
✕ interpmeta✭P❘❖❖❋ ♥❝ ❊◆❉P❘❖❖❋ ❀B✮❂interpnc✭♥❝ ❀B✮
✕ interpmeta✭♠❡t❛1 ❚❍❊◆ ♠❡t❛2 ❀B✮❂
interpmeta✭♠❡t❛1 ❀B✮ ❅ interpmeta✭♠❡t❛2 ❀B✮
❖ù ❅ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❧✐st❡s✳
✕ interpmeta✭P❇❊●■◆ ♠❡t❛ P❊◆❉ ❀B✮❂interpmeta✭♠❡t❛ ❀B✮
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✸✳✶ ▲❡s ♣❛r❡♥t❤ès❡s P❇❊●■◆ ❡t P❊◆❉ ♥❡ s❡r✈❡♥t ❡♥ ❢❛✐t q✉✬à ❞✐❢✲
❢ér❡♥❝✐❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s ❛♠❡♥és ♣❛r ❚❍❊◆✱ ❝❡ q✉✐ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s
♣❛r❡♥t❤ès❡s ❡st ❛✉ss✐ s✐♠♣❧❡✳ ■❧ ❡st t♦✉t❡❢♦✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ ❞♦♥♥❡r ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦✉ ❝♦♥st❛♥t❡s ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ à ♣❧✉s✐❡✉rs ♣ré♠✐ss❡s
s✉❝❝❡ss✐✈❡s✳
■❧ ② ❛ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✿
✕ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❝♦♥st❛♥t❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❢r❛î❝❤❡s ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❝♦✉r❛♥t✱ ❝❡ q✉❡
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ❡①♣❧✐q✉é ❀
✷✽
✕ ▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s q✉✐ s♦♥t ♥♦♠♠é❡s ♣❛r ❧❡s ❇❨ ❡t ❲■❚❍ ❞♦✐✈❡♥t ❛♣♣❛rt❡♥✐r ❛✉ ❜✉t
❝♦✉r❛♥t✳
❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✸✳✷ ❘❡♣r❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ♣ré❝❡❞❡♠♠❡♥t✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s
q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s à ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡
F = (a→ c)→ (b→ c)→ (a ∨ b)→ c
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬♦♥ ❢❛✐t ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♠♠❛♥❞❡s✱ ✈♦②♦♥s ❧❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s✳
✕ ✧❛ss✉♠❡ a → c ❛♥❞ b → c ❛♥❞ a ∨ b s❤♦✇ c✧ ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♠❡t❛✱ ❝❡ q✉✐
❥✉st✐✜❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s é❣❛❧✐tés
interpnc✭❛ss✉♠❡ a→ c ❛♥❞ b→ c ❛♥❞ a ∨ b s❤♦✇ c ❀ ∅ ⊢ F ✮
❂ interpncs✭❛ss✉♠❡ a→ c ❛♥❞ b→ c ❛♥❞ a ∨ b s❤♦✇ c ❀ ∅ ⊢ F ✮
❂
interpmeta(❛ss✉♠❡ a→ c ❛♥❞ b→ c ❛♥❞ a ∨ b s❤♦✇ c; ∅ ⊢ F )
♣r♦✉✈❡
⊢ F
❂
interpmeta(s❤♦✇ c; a→ c, b→ c, a ∨ b ⊢ F )
♣r♦✉✈❡
⊢ F
❂
st♦♣
a→ c, b→ c, a ∨ b ⊢ c
♣r♦✉✈❡
⊢ F
✕ ✧❛ss✉♠❡ a t❤❡♥ ❛ss✉♠❡ b✧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♠❡t❛ ✿
interpnc✭❛ss✉♠❡ a t❤❡♥ ❛ss✉♠❡ b ❀a→ c, b→ c, a ∨ b ⊢ c✮
❂
interpmeta(❛ss✉♠❡ a t❤❡♥ ❛ss✉♠❡ b; a→ c, b→ c, a ∨ b ⊢ c)
♣r♦✉✈❡
a→ c, b→ c, a ∨ b ⊢ c
❂
interpmeta(❛ss✉♠❡ a; ..., a ∨ b ⊢ c) interpmeta(❛ss✉♠❡ b; ..., a ∨ b ⊢ c)
♣r♦✉✈❡
a→ c, b→ c, a ∨ b ⊢ c
❂
st♦♣
a→ c, b→ c, a ∨ b, a ⊢ c
st♦♣
a→ c, b→ c, a ∨ b, b ⊢ c
♣r♦✉✈❡
a→ c, b→ c, a ∨ b ⊢ c
✕ ❞❡❞✉❝❡ c ✿ ❡st ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥❝s
interpnc✭❞❡❞✉❝❡ c ❀a→ c, b→ c, a ∨ b, a ⊢ c✮
❂
interpnc(∅; a→ c, b→ c, a ∨ b, a, c ⊢ c)
❞❡❞✉✐t
a→ c, b→ c, a ∨ b, a ⊢ c
❂
st♦♣
a→ c, b→ c, a ∨ b, a, c ⊢ c
❞❡❞✉✐t
a→ c, b→ c, a ∨ b, a ⊢ c
✕ tr✐✈✐❛❧ ✿
interpnc✭tr✐✈✐❛❧ ❀a→ c, b→ c, a ∨ b, a, c ⊢ c✮
❂ tr✐✈✐❛❧
a→ c, b→ c, a ∨ b, a, c ⊢ c
✷✾
✕ ❞❡❞✉❝❡ c ✿ s❡♠❜❧❛❜❧❡ ❛✉ ❞❡❞✉❝❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳
✕ tr✐✈✐❛❧ ✿ s❡♠❜❧❛❜❧❡ ❛✉ tr✐✈✐❛❧ ♣ré❝é❞❡♥t✳
❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✸✳✸ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❢❛✐t❡ ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❧♦♥❣✉❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ♦♥
♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡
❛ss✉♠❡ a→ c ❛♥❞ b→ c ❛♥❞ a ∨ b s❤♦✇ c ❛ss✉♠❡ a ♣r♦♦❢ ❞❡❞✉❝❡ c tr✐✈✐❛❧ ❡♥❞♣r♦♦❢ t❤❡♥
❛ss✉♠❡ b ♣r♦♦❢ ❞❡❞✉❝❡ c tr✐✈✐❛❧ ❡♥❞♣r♦♦❢ s❤♦✇♥
❡st ❜✐❡♥ ✿
tr✐✈✐❛❧
a→ c, b→ c, a ∨ b, a, c ⊢ c
❞❡❞✉✐t
a→ c, b→ c, a ∨ b, a ⊢ c
tr✐✈✐❛❧
a→ c, b→ c, a ∨ b, b, c ⊢ c
❞❡❞✉✐t
a→ c, b→ c, a ∨ b, b ⊢ c
♣r♦✉✈❡
a→ c, b→ c, a ∨ b ⊢ c
♣r♦✉✈❡
⊢ F
✷✳✸✳✷ ❋♦r♠✉❧❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡
❈✬❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ét❛♥t ét✐q✉❡té❡s ♣❛r ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ♥♦✉s
❞❡✈♦♥s ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ q✉✐ ✈❛❧✐❞❡ ❧❡s rè❣❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❛✉tr❡s ❧❡s rè❣❧❡s s♦♥t t♦✉❥♦✉rs
✈❛❧✐❞❡s✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ♣♦✉r ❞❡❞✉✐t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣❧✐q✉é q✉❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❛❥♦✉té❡s ❞♦✐t
êtr❡ ♣r♦✉✈é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❝♦✉r❛♥t❡s✳
❚rès ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t✱ s✐ ❧❛ rè❣❧❡ ❛ ❧❛ ❢♦r♠❡
H,H1 ⊢ G1 . . . H,Hn ⊢ Gn
H ⊢ G
❆❧♦rs ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ q✉✐ ❥✉st✐✜❡ ❝❡tt❡ rè❣❧❡ ✿
(H → H1 → G1)→ · · · → (H → Hn → Gn)→ H → G
❖r ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ❧♦✐♥ ❞✬êtr❡ très ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ❤②♣♦✲
t❤ès❡s H ❞✉ ❜✉t ❝♦✉r❛♥t ♥❡ s♦♥t ❥❛♠❛✐s ❡✛❛❝é❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é❥à ❝❤❛♥❣❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
❡♥ ✿
(H1 → G1)→ · · · → (Hn → Gn)→ H → G
❊♥s✉✐t❡ ✐❧ ❛rr✐✈❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ à ♣r♦✉✈❡r ♥✬❛✐t ♣❛s ❝❤❛♥❣é ❞❛♥s ❧❛ rè❣❧❡ q✉✐ ❡st ❞é❝r✐t❡
♣❛r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ G1 = · · · = Gn = G✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ✐❧ ♣❛r❛ît ✐♥✉t✐❧❡
❞✬✉t✐❧✐s❡r ❛✉t❛♥t ❞❡ ❢♦✐s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ G ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ q✉✐ ❧❛ ❥✉st✐✜❡✳
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♣♦✉✈♦✐r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✉ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ❧❡ ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡✳
❆✐♥s✐ ♦♥ ♣❡✉t ❡ss❛②❡r ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ❡t ✉♥❡
❢♦r♠✉❧❡ à ♣r♦✉✈❡r ♣❧✉s ♣❡t✐t❡✱ ❝❡ q✉✐ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ♣r♦✉✈❡ ♣❛s ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♠❛✐s ✉♥ ❜✉t✳
■❧ ❢❛✉t ❛✉ss✐ ❡ss❛②❡r ❛✉t❛♥t q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡❣r♦✉♣❡r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ♠ê♠❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ❝❡❧❛ ❛✜♥ ❞❡ ♥❡ ❢❛✐r❡ q✉✬✉♥❡ ❧✐❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
♣❛r ✉♥ q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r✱ ❝❡ q✉✐ ré❞✉✐t ❧❡s ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❡t r❡s♣❡❝t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳
✸✵
❆✈❛♥t ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡r✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞é✜♥✐r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ r❡str❡✐♥t❡ ❛✉① ♠❡t❛✲rè❣❧❡s ❞✉
❧❛♥❣❛❣❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣♦✉r ❧❡s rè❣❧❡s à ❥✉st✐✜❡r✱ ❡t ❝❡tt❡
❢♦r♠✉❧❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞✉ r❡st❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳ ❆✐♥s✐ ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ❝❤♦s❡s ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❡t❛✳ ◆♦✉s ❛✉r♦♥s ❡♥s✉✐t❡
❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s ❞❡✈r♦♥s ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✹ ▲❡s ♠❡t❛✲rè❣❧❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
meta ::= let(x,meta) ⑤ search(x,meta) ⑤ assume(H,meta) ⑤ show(K)
⑤ then(meta,meta) ⑤ proof
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✺ ▲✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜✉t ❝♦✉r❛♥t H ⊢ G ❡t ❞✬✉♥❡ ♠ét❛✲rè❣❧❡ ❡st
❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❜✉t ❝♦✉r❛♥t❡ s❡r❛ t♦✉❥♦✉rs ♥♦té❡ G✱
♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s s✐♠♣❧❡♠❡♥t I(H,meta) ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ I(H ⊢ G,meta)
✕ I(H, let(x,meta)) = I(H,meta) ❀
✕ I(H, search(x,meta)) = I(H,meta) ❀
✕ I(H, assume(F,meta)) = I(F :: H,meta) ❀
✕ I(H, show(K)) = H ⊢ K ❀
✕ I(H, proof) = H ⊢ G ❀
✕ I(H, then(meta1,meta2)) = I(H,meta1) ∪ I(H,meta2)✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✻ ❙✐ ✉♥❡ ♠ét❛✲rè❣❧❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ show✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ ❧❡ ❜✉t ❝♦✉r❛♥t
❡st r❡sté ✐♥❝❤❛♥❣é✳ ❙✐♥♦♥ ♦♥ ❞✐t q✉❡ ❧❡ ❜✉t ❝♦✉r❛♥t ❡st ❝❤❛♥❣é✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✸✳✼ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ♣♦✉rr❛ s❡ ❝♦♥✈❛✐♥❝r❡ q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐✲
✜é❡ ❞é❥à ❞♦♥♥é❡ ♣❧✉s ❤❛✉t ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♠❡t❛✳ ▲❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♣♦rt❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t
s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❝♦♥t✐♥✉❡r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❛✈❡❝ ♣r♦♦❢
❡t s❤♦✇✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té ❞❡s ♣❛r❡♥t❤ès❡s P❇❊●■◆ ❬✳✳✳❪ P❊◆❉
❞✐s♣❛r❛✐t ❣râ❝❡ à ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡s ♠❡t❛ ❝♦♠♠❡ ❞❡s t❡r♠❡s✱ ♦ù ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r t❤❡♥ ❡st ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ à ❞❡✉① ❛r❣✉♠❡♥ts✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✽ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ♠ét❛✲✈❛r✐❛❜❧❡ ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r search✳ ◆♦✉s
❛♣♣❡❧♦♥s ✈❛r✐❛❜❧❡ ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r let✳
◆♦t❡ ✷✳✸✳✾ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✽ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✈✐s✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝✲
t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❏✉sq✉✬à ♣rés❡♥t ♥♦✉s ♣❛r❧✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ✐♥tr♦❞✉✐ts
♣❛r let ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r search✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❛
❝♦♠♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✬✐❧ tr❛✐t❡ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s ✭q✉✐ ♥✬♦♥t ♣❛s ❧❡ ❞r♦✐t ❞✬êtr❡ ✐♥st❛♥❝✐é❡s✮
❡t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❛✉①q✉❡❧❧❡s ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs✮✳ P♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞✉ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡
❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ♥♦✉s ♣ré❢ér♦♥s ♣❛r❧❡r ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❡t ❞❡ ♠ét❛✲✈❛r✐❛❜❧❡s ❧♦rsq✉❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐
r❡♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ t❡r♠❡✳
▲❡s ♠ét❛✲✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ❞❡st✐♥é❡s à êtr❡ r❡♠♣❧❛❝é❡s ♣❛r ❞❡s t❡r♠❡s✳ ❆✐♥s✐ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r à ✉♥❡ ♠ét❛✲✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ✱ ❞♦♥t
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠ét❛✲✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❈❡tt❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞♦✐t t♦✉t❡❢♦✐s ✈ér✐✜❡r
❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✿
✸✶
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✵ ❯♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✐ ❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts s✉✐✲
✈❛♥ts ✿
✕ s✐ ✉♥❡ ♠ét❛✲✈❛r✐❛❜❧❡ x ❡st ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ σ✱ ❛❧♦rs x ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡
❞❡ σ ❀
✕ ▲✬✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ♣❛r σ ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ♥✬✉t✐❧✐s❛♥t q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭♠ét❛✲✈❛r✐❛❜❧❡s
♦✉ ♥♦♥✮ ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❛✈❛♥t✳
◆♦t❡ ✷✳✸✳✶✶ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✵ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✉♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❛
✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡✱ ❛✉❝✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥❡ ❞♦✐t s✉❜s✐st❡r✳
▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉✬❡♥ ❛✉❝✉♥ ❝❛s ✉♥❡ ♠ét❛✲✈❛r✐❛❜❧❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ r❡♠♣❧❛❝é❡
♣❛r ✉♥ t❡r♠❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❛♣rès✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❝❛r
❧❛ ♠ét❛✲✈❛r✐❛❜❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ t❡r♠❡✱ ❡t ❛✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù ❡❧❧❡ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❢✉t✉r❡s s♦♥t ✐♥❝♦♥♥✉❡s✳
▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ r❡st❡ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❞é✜♥✐ ❝❡ q✉❡ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡ s♦✐t ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❛✈❛♥t ♦✉ ❛♣rès ✉♥❡ ❛✉tr❡✳ ❈❡❝✐ s❡ ❧✐t ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❛✲
rè❣❧❡s s✐ ❧✬♦♥ ❛❥♦✉t❡ à ❝❤❛q✉❡ search ❡t let ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✉ ❜✉t ❝♦✉r❛♥t✱ ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ✉♥
♦r❞r❡ ❞❡ ❧❡✉r ❛♣♣❛r✐t✐♦♥✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬❛r❜r❡ ✭❧✬✐♥t❡r♣ré✲
t❛t✐♦♥ ❞✉ t❤❡♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❛✉tr❡s ét❛♥t ❧✐♥é❛✐r❡s✮ ❧✬♦r❞r❡
❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s s❡ ❧✐t ❞❛♥s ❧❡✉r s✉❝❝❡ss✐♦♥ s✉r ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡
♣❛rt❛♥t ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❡t ❛❧❧❛♥t ❛✉ ❜✉t ❝❤♦✐s✐✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✸✳✶✷ ❉❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♣ré♠✐ss❡ ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✐s✲
t✐♥❝t❡s✱ ♠❛✐s ✐❧ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ② ❛✈♦✐r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥ ❝♦♠♠✉♥✳ ■❧ ❡st à r❡♠❛rq✉❡r
q✉❡ s✐ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st ❝♦♠♠✉♥❡ à ❞❡✉① ♣ré♠✐ss❡s✱ ❛❧♦rs ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❛✈❛♥t
s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠✉♥❡s✳
◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ❜✉t ❝♦✉r❛♥t ❡st ❝❤❛♥❣é ❡t ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ❜✉t
❝♦✉r❛♥t ❡st ✐♥❝❤❛♥❣é✳
▲❡ ❜✉t ❝♦✉r❛♥t ❡st ❝❤❛♥❣é
❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣ré♠✐ss❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ❜✉t ❡st ❞✐✛ér❡♥t✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st s❡♠❜❧❛❜❧❡ à
❝❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ❛✈❡❝ q✉❡❧q✉❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✿
• ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥s s✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐✈❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❞♦♥♥❡r
❧❡ ❜✉t s✉✐✈❛♥t ✿
H1 → G1, . . . ,Hn → Gn,H ⊢ G
❖ù ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡Hi ❡st ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❛❥♦✉té❡s ❞❛♥s ❧❛ i✲è♠❡ ♣ré♠✐ss❡✳
• ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬♦♥ ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❧❡s q✉❛♥t✐✜❡r
❞❡✈❛♥t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs r❡❣r♦✉♣❡r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
s❡r❛✐❡♥t ❝♦♠♠✉♥❡s à ♣❧✉s✐❡✉rs ♣ré♠✐ss❡s✳
❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✸✳✶✸ ✐♠❛❣✐♥♦♥s ❧❛ ♣❤r❛s❡ ✧❧❡t x P❇❊●■◆ ❛ss✉♠❡ ❆✭①✮ s❤♦✇ ❈ t❤❡♥ ❛ss✉♠❡
❇✭①✮ s❤♦✇ ❉ P❊◆❉✧✳ ❆❧♦rs ❧❛ rè❣❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❡st
✸✷
H,A(x) ⊢ C H,B(x) ⊢ D
H ⊢ G
❡t ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥♥❡r ❝♦♠♠❡ ❜✉t à ♣r♦✉✈❡r ♣♦✉r ❧❛ ✈❛❧✐❞❡r ✿
H,∀x.((A(x)→ C) ∧ (B(x)→ D)) ⊢ G
P♦✉r ✈♦✐r ❝❡❧❛✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ H ⊢ G ❡st ❜✐❡♥ ❞ér✐✈❛❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s
♣ré♠✐ss❡s ❞✉ ❤❛✉t ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❡t ❞✉ ❜✉t à ♣r♦✉✈❡r✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉t✐❧✐s❡r
❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ✿
Γ, F ⊢ G Γ ⊢ F
cut
Γ ⊢ G
❉♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✉ ❜✉t à ♣r♦✉✈❡r✱ ❡t ❞é♠♦♥tr♦♥s q✉✬❡❧❧❡
✐♠♣❧✐q✉❡ ❜✐❡♥ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✹ ❉é✜♥✐ss♦♥s φc ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ❜✉t ❝♦✉r❛♥t H ⊢ G ❡t à ✉♥❡
♠ét❛✲rè❣❧❡ meta ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❜✉t ❝♦✉r❛♥t❡ ét❛♥t t♦✉❥♦✉rs ♥♦té❡ G ❡t ❝♦♠♠❡
❞❡ ♣❧✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s H ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s φc(meta) ❛✉ ❧✐❡✉
❞❡ φc(H ⊢ G,meta) ✿
✕ φc(let(x,meta)) = ∀x.φc(meta) ❀
✕ φc(search(x,meta)) = ∃x.φc(meta) ❀
✕ φc(assume(F,meta)) = F → φc(meta) ❀
✕ φc(show(K)) = K ❀
✕ φc(proof) = G ❀
✕ φc(then(meta1,meta2)) = φc(meta1) ∧ φc(meta2)✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✺ ❊t❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥ ❜✉t ❝♦✉r❛♥t H ⊢ G ❡t ✉♥❡ ♠ét❛✲rè❣❧❡ meta✱ ❛❧♦rs
❧❡ ❜✉t à ♣r♦✉✈❡r ♣♦✉r ❥✉st✐✜❡r ❧❛ rè❣❧❡ ❡st H,φc(meta) ⊢ G✳
❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧✬♦♥ ♣❛r✈✐❡♥t à ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ séq✉❡♥ts I(H,meta) ♦♥ ♣❡✉t
❞é❞✉✐r❡ ✭❡♥ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡✮ H ⊢ φc(meta)✱ ❧❛ ❝♦✉♣✉r❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ ✿
H,φc(meta) ⊢ G
I(H,meta)
H ⊢ φc(meta)
cut
H ⊢ G
◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ✉♥ ❢❛✐t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✻ ❙♦✐t H ⊢ G ❧❡ ❜✉t ❝♦✉r❛♥t ❡t s♦✐t meta ✉♥❡ ♠ét❛✲rè❣❧❡✳ ❙♦✐t σ ✉♥❡
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♠ét❛✲✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s H ⊢ G ♦✉ q✉✐ s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s
♣❛r meta ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞é✜♥✐❡s à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✵✳
❆❧♦rs ❞❡ I(H,meta)σ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ (H ⊢ φc(meta))σ✱ ♦ù ❧❡s s❡✉❧❡s ♠ét❛✲✈❛r✐❛❜❧❡s
❧✐❜r❡s s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❞❡ H ⊢ G s❛✉❢ ❝❡❧❧❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ σ✳
✸✸
Pr❡✉✈❡ ✿ ❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡ ✷✳✸✳✶✵ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ σ✱ ❝❡tt❡
♣r❡✉✈❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ q✉✬✐♥❢♦r♠❡❧❧❡✳ ◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ à ❧❛ ❞ét❛✐❧❧❡r ❧❡ ♣❧✉s
♣♦ss✐❜❧❡✳ ❊❧❧❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ♠ét❛✲rè❣❧❡ ✿
✕ I(H, let(x,meta))σ = I(H,meta)σ✱ ❞✬♦ù ❧✬♦♥ ❞é❞✉✐t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ (H ⊢ φc(meta))σ✳
▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ♥✬ét❛♥t ♣❛s ✉♥❡ ♠ét❛✲✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s s✉❜st✐t✉é❡✳ ❊❧❧❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s
❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❛✲✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡✱ ❝❛r ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❛✈❛♥t
x✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❛✐❧❧❡✉rs ♦♥ ❛ ❞♦♥❝
(H ⊢ φc(meta))σ
∀i
(H ⊢ ∀x.φc(meta))σ
❖r ∀x.φc(meta) = φc(let(x,meta))✳
✕ I(H, search(x,meta))σ = I(H,meta)σ✱ ❞✬♦ù ❧✬♦♥ ❞é❞✉✐t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥
(H ⊢ φc(meta))σ✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❡st ✉♥❡ ♠ét❛✲✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❙✐ ❡❧❧❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡
σ✱ ❛❧♦rs σ(x) ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ♥✬✉t✐❧✐s❛♥t ♣❛s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❛✈❛♥t ❡t x ♥✬❛♣♣❛r❛ît
♣❛s ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ σ✱ ❞♦♥❝ x ♥✬❡st ♣❛s ❧✐❜r❡ ❞❛♥s (H ⊢ φc(meta))σ✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs
r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡ t❡r♠❡ σ(x) ♣❛r x ❡t ❧✐❡r ♣❛r ✉♥ q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ❡①✐st❡♥t✐❡❧ ✿
(H ⊢ φc(meta))σ
∃i
(H ⊢ ∃x.φc(meta))σ
❖r ∃x.φc(meta) = φc(search(x,meta))✳
✕ I(H, assume(F,meta))σ = I(F :: H,meta)σ✱ ❞✬♦ù ❧✬♦♥ ❞é❞✉✐t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥
(F,H ⊢ φc(meta))σ✳ P✉✐s ♣❛r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ →i ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
(H ⊢ F → φc(meta))σ✳ ❖r F → φc(meta) = φc(assume(F,meta))✳
✕ I(H, show(K))σ = (H ⊢ K)σ✳ ❖r φc(show(K)) = K✱ ❞♦♥❝ ❝✬❡st t❡r♠✐♥é✳
✕ I(H, proof)σ = (H ⊢ G)σ✳ ❖r φc(proof) = G✱ ❞♦♥❝ ❝✬❡st t❡r♠✐♥é✳
✕ I(H, then(meta1,meta2))σ = I(H,meta1)σ ∪ I(H,meta2)σ✳ ❉❡s ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ♦♥
❞é❞✉✐t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ (F,H ⊢ φc(meta1))σ ❡t (F,H ⊢ φc(meta2))σ✳ ❆❧♦rs ❣râ❝❡ à
❧❛ rè❣❧❡ ∧i ❡t à ❧❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s (F,H ⊢ φc(meta1) ∧ φc(meta2))σ✳ ❖r
φc(then(meta1,meta2)) = φc(meta1) ∧ φc(meta2)✳ ✷
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✸✳✶✼ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❡♥❝♦r❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ❧❡ ❜✉t à ♣r♦✉✈❡r✳ ❙✐ ❧❛
❢♦r♠✉❧❡ φc(meta) ❡st ✉♥❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ A∧B✱ ❛❧♦rs ♣r♦✉✈❡rH,φc(meta) ⊢ G ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t
à ♣r♦✉✈❡r H,A,B ⊢ G✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❢❛✐r❡ ❛✐♥s✐ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡✳
▲❡ ❜✉t ❝♦✉r❛♥t r❡st❡ ✐♥❝❤❛♥❣é
❙✐ ❛✉❝✉♥❡ ♣ré♠✐ss❡ ♥✬❛ ❞❡ ❜✉t ❞✐✛ér❡♥t✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡✳ ▲❛ rè❣❧❡ ❡st ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡
H,H1 ⊢ G . . . H,Hn ⊢ G
H ⊢ G
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧✱ ❧❡ ❜✉t à ♣r♦✉✈❡r ❡st H ⊢ H1 ∨ · · · ∨Hn✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬❛✈❡❝
❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s H ♦♥ ❞♦✐t ♣♦✉✈♦✐r ♣r♦✉✈❡r H1 ∨ · · · ∨Hn✳ ❙✐ Hi ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❢♦r♠✉❧❡s✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❡s é❧é♠❡♥ts✳
✸✹
P♦✉r ✈♦✐r ❝❡❧❛ ✐❧ s✉✣t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❞ér✐✈❛❜❧❡s ❡♥ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ✿
Γ, A ⊢ B Γ ⊢ A
❝✉t
Γ ⊢ B
Γ, A ⊢ C Γ, B ⊢ C
∨g
Γ, A ∨B ⊢ C
❊♥ ❢❛✐t ♣r♦✉✈❡r ❧❡ ❜✉t H ⊢ H1 ∨ · · · ∨ Hn ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡✱ ♠❛✐s ❧❛
ré❝✐♣r♦q✉❡ ❡st ❢❛✉ss❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ s♦✐t ✈❛❧✐❞❡ ♣❡✉t ♣r♦✈❡♥✐r ❞✉ ❢❛✐t q✉❡
❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ G s♦✐t ✈r❛✐❡✱ ❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♦♥ ❛ H,¬G ⊢ H1 ∨ · · · ∨ Hn✱ ❧❛ ♣r♦✉✈❛❜✐❧✐té ❞❡
❝❡ ❜✉t ❞❡✈❡♥❛♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s ❝♦♥❝r❡t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
♣ré❢éré ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣❛❣♥❡r s✉r ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉
❞é♠♦♥str❛t❡✉r ❡♥ ❡♥❧❡✈❛♥t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✳
P♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t tr❛✐t❡r ❞✉ ❝❛s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❞❡s ♠ét❛✲
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❡s ❛♥❝✐❡♥♥❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ♠ét❛✲✈❛r✐❛❜❧❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s
❝♦♥st❛♥t❡s ✭♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✹ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❢❛✐r❡ ❛✉tr❡✲
♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬♦♥ ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣♦✉r ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ♠ét❛✲✈❛r✐❛❜❧❡s ✐❧ ❡♥
✈❛ ❛✉tr❡♠❡♥t✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❛r let✮ s♦♥t ✐❝✐ q✉❛♥t✐✜é❡s ❡①✐st❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❡t
❧❡s ♠ét❛✲✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❛r search✮ s♦♥t q✉❛♥t✐✜é❡s ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡♠❡♥t✳
❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✸✳✶✽ ❖♥ ✈♦✐t ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ♣❤r❛s❡ ✧❧❡t x ❛ss✉♠❡ P (x)✧ ❡st ✈❛❧✐❞é❡ s✐ ❧✬♦♥ ♣❡✉t
♣r♦✉✈❡r ∃x.P (x)✱ ❝❛r ❧❛ rè❣❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
H,P (x) ⊢ G
♣r♦✉✈❡
H ⊢ G
q✉✐ ❡st ✈❛❧✐❞é❡ ♣❛r ❧❡ ❜✉t H ⊢ ∃x.P (x)✱ ❝❛r ❝✬❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉
q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ❡①✐st❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ✿
H ⊢ ∃x.P (x) H,P (x) ⊢ G ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❡st ❢r❛î❝❤❡
∃e
H ⊢ G
❘❡♠❛rq✉♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡ s✐ ♣♦✉r ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ x ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♣♦✉r ♥♦tr❡
✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✱ ❝❛r ♥♦♥ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞✬êtr❡ ♠♦❞✐✜é❡ ♣❛r ✉♥❡ s✉❜st✐✲
t✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ✈✉ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t
❧❡s ♥♦♠s ❞♦♥♥és ❞❡✈❛✐❡♥t êtr❡ ❢r❛✐s ♣♦✉r ❧❡ ❜✉t ❝♦✉r❛♥t✳ ▲❛ r❛✐s♦♥ ❡♥ ❡st ❞♦♥❝ ✐❝✐ ❞♦♥♥é❡✳
❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✸✳✶✾ P♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✈♦✐❝✐ ✉♥❡ ♣❤r❛s❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r ✿
✧s❡❛r❝❤ x ❛ss✉♠❡ P (x)✧✳ ▲❛ rè❣❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
H,P (?x) ⊢ G
♣r♦✉✈❡
H ⊢ G
❖ù ?x ❡st ✐❝✐ ✉♥❡ ♠ét❛✲✈❛r✐❛❜❧❡ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞✬êtr❡ ✐♥st❛♥❝✐é❡ ♣❛r ✉♥ t❡r♠❡✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝
✈♦✐r ?x ❝♦♠♠❡ ✉♥ t❡r♠❡✳ ❈❡tt❡ rè❣❧❡ ❡st ✈❛❧✐❞é❡ ♣❛r ❧❡ ❜✉t H ⊢ ∀x.P (x) ✿
H ⊢ ∀x.P (x)
∀e
H ⊢ P (?x) H,P (?x) ⊢ G
❝✉t
H ⊢ G
✸✺
❇✐❡♥ sûr ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞♦✐t s❡ ❢❛✐r❡ ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛ ♣❤r❛s❡✳
❉♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✉ ❜✉t à ♣r♦✉✈❡r✱ ❡t ❞é♠♦♥tr♦♥s q✉✬❡❧❧❡ ✐♠♣❧✐q✉❡
❜✐❡♥ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✵ ❉é✜♥✐ss♦♥s φi ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❜✉t ❝♦✉r❛♥t H ⊢ G ❡t à ✉♥❡
♠ét❛✲rè❣❧❡ ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❛s ❞❡ show(K) ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉✬❛✉❝✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡
❞❡ H ⊢ G ♥✬❛♣♣❛r❛ît✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s s✐♠♣❧❡♠❡♥t φi(meta) ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ φi(G,meta) ✿
✕ φi(let(x,meta)) = ∃x.φi(meta) s✐ φi(meta) 6= ⊤✱ ⊤ s✐♥♦♥ ❀
✕ φi(search(x,meta)) = ∀x.φi(meta) s✐ φi(meta) 6= ⊤✱ ⊤ s✐♥♦♥ ❀
✕ φi(assume(F,meta)) = H ∧ φi(meta) s✐ φi(meta) 6= ⊤✱ ⊤ s✐♥♦♥ ❀
✕ φi(proof) = ⊤ ❀
✕ φi(then(meta1,meta2)) = φi(meta1) ∨ φi(meta2)✱ ❡♥ s✐♠♣❧✐✜❛♥t s✐ ❧✬✉♥❡ ♦✉ ❧❡s ❞❡✉①
❢♦r♠✉❧❡s s♦♥t ⊤✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✶ ❊t❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥ ❜✉t ❝♦✉r❛♥t H ⊢ G ❡t ✉♥❡ ♠ét❛✲rè❣❧❡ meta q✉✐ ♥❡
❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ show(K)✱ ❧❡ ❜✉t à ♣r♦✉✈❡r ♣♦✉r ❥✉st✐✜❡r ❧❛ rè❣❧❡ ❡st H ⊢ φi(meta)✳
❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧✬♦♥ ♣❛r✈✐❡♥t à ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ séq✉❡♥ts I(H,meta) ♦♥ ♣❡✉t
❞é❞✉✐r❡ ✭❡♥ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡✮ H,φi(meta) ⊢ G✱ ❧❛ ❝♦✉♣✉r❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ ✿
H ⊢ φi(meta)
I(H,meta)
H,φi(meta) ⊢ G
cut
H ⊢ G
◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ✉♥ ❢❛✐t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✷ ❙♦✐t H ⊢ G ❧❡ ❜✉t ❝♦✉r❛♥t ❡t meta ✉♥❡ ♠ét❛✲rè❣❧❡✳ ❙♦✐t σ ✉♥❡
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♠ét❛✲✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ❜✉t ❝♦✉r❛♥t ❡t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❛r meta ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞♦♥♥é❡s à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✵✳
❆❧♦rs ❞❡ I(H,meta)σ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ (H,φi(meta) ⊢ G)σ✱ ♦ù ❧❡s s❡✉❧❡s ♠ét❛✲✈❛r✐❛❜❧❡s
❧✐❜r❡s s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❞❡ H ⊢ G s❛✉❢ ❝❡❧❧❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ σ✳
Pr❡✉✈❡ ✿ ❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ σ✱ ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ♥❡
♣❡✉t êtr❡ q✉✬✐♥❢♦r♠❡❧❧❡✳ ◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ à ❧❛ ❞ét❛✐❧❧❡r ❧❡ ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❉❛♥s
❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s rè❣❧❡s q✉✐ s♦♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡s ❡♥ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ✭❧❡
❧❡❝t❡✉r ♣♦✉rr❛ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t s❡ ❝♦♥✈❛✐♥❝r❡ ❡♥ ❧✐s❛♥t ❬❉❛◆♦❘❛❪✮
H,F (y/x) ⊢ G
∃g(∗)
H,∃x.F (x) ⊢ G
H,F (t/x) ⊢ G
∀g
H,∀x.F (x) ⊢ G
(∗) y ❡st ♥♦♥ ❧✐❜r❡ ❞❛♥s H ❡t G
H,A,B ⊢ G
∧g
H,A ∧B ⊢ G
H,A ⊢ G H,B ⊢ G
∨g
H,A ∨B ⊢ G
❊❧❧❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ♠ét❛✲rè❣❧❡ ✿
✸✻
✕ I(H, let(x,meta))σ = I(H,meta)σ✱ ❞✬♦ù ❧✬♦♥ ❞é❞✉✐t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥
(H,φi(meta) ⊢ G)σ✳ ❙✐ φi(meta) = ⊤✱ ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ❝❧❛✐r✳ ❙✐♥♦♥✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
x ♥✬ét❛♥t ♣❛s ✉♥❡ ♠ét❛✲✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s s✉❜st✐t✉é❡✳ ❊❧❧❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛♣♣❛r❛îtr❡
❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❛✲✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡✱ ❝❛r ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❛✈❛♥t x✳ ❈♦♠♠❡
❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❛✐❧❧❡✉rs ♦♥ ❛ ❞♦♥❝
(H,φi(meta) ⊢ G)σ
∃g
(H,∃x.φi(meta) ⊢ G)σ
❖r ∃x.φi(meta) = φi(let(x,meta))✳
✕ I(H, search(x,meta))σ = I(H,meta)σ✱ ❞✬♦ù ❧✬♦♥ ❞é❞✉✐t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥
(H,φi(meta) ⊢ G)σ✳ ❙✐ φi(meta) = ⊤✱ ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ❝❧❛✐r✳ ❙✐♥♦♥✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
x ❡st ✉♥❡ ♠ét❛✲✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❙✐ ❡❧❧❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ σ✱ ❛❧♦rs σ(x) ❡st ✉♥ t❡r♠❡
♥✬✉t✐❧✐s❛♥t ♣❛s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❛✈❛♥t ❡t x ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ σ✱
❞♦♥❝ x ♥✬❡st ♣❛s ❧✐❜r❡ ❞❛♥s (H,φi(meta) ⊢ G)σ✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡ t❡r♠❡ σ(x)
♣❛r x ❡t ❧✐❡r ♣❛r ✉♥ q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ❡①✐st❡♥t✐❡❧ ✿
(H,φi(meta) ⊢ G)σ
∀g
(H,∀x.φi(meta) ⊢ G)σ
❖r ∀x.φi(meta) = φi(search(x,meta))✳
✕ I(H, assume(F,meta))σ = I(F :: H,meta)σ✱ ❞✬♦ù ❧✬♦♥ ❞é❞✉✐t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥
(F,H, φi(meta) ⊢ G)σ✳ ❙✐ φi(meta) = ⊤✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❧✬é❧✐♠✐♥❡r✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡
rés✉❧❛t✳ ❙✐♥♦♥✱ ♣❛r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ∧g ♦♥ ♦❜t✐❡♥t (H,F ∧ φi(meta) ⊢ g)σ✳ ❖r
F ∧ φi(meta) = φi(assume(F,meta))✳
✕ I(H, proof)σ = (H ⊢ G)σ✳ ❖r φi(proof) = ⊤✱ ❞♦♥❝ ❝✬❡st t❡r♠✐♥é✳
✕ I(H, then(meta1,meta2))σ = I(H,meta1)σ ∪ I(H,meta2)σ✳ ❉❡s ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ♦♥
❞é❞✉✐t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ (H,φi(meta1) ⊢ G)σ ❡t (H,φi(meta2) ⊢ G)σ✳ ❙✐ ❧✬✉♥❡ ♦✉ ❧❡s
❞❡✉① ❢♦r♠✉❧❡s s♦♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ⊤✱ ❛❧♦rs ❝✬❡st t❡r♠✐♥é✳ ❙✐♥♦♥ ❣râ❝❡ à ❧❛ rè❣❧❡ ∨g ♥♦✉s
♦❜t❡♥♦♥s (H,φi(meta1)∨φi(meta2) ⊢ G)σ✳ ❖r φi(then(meta1,meta2)) = φi(meta1)∨
φi(meta2)✳ ✷
✷✳✸✳✸ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡
• ▲✬❛r❜r❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❡st ♣❛r❝♦✉r✉ ❞❡♣✉✐s ❧❛ r❛❝✐♥❡ ✈❡rs ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s✳ ❈❤❛q✉❡ rè❣❧❡ ❡st ✈❛❧✐❞é❡
s❡❧♦♥ ❧❡s ❝❛s ✿
✕ ✈❛❧✐❞❡ ✿ ✐❧ ♥✬② ❛ r✐❡♥ à ❢❛✐r❡✳
✕ tr✐✈✐❛❧ ✿ ❧❡ ❜✉t ❝♦✉r❛♥t ❞♦✐t êtr❡ ♣r♦✉✈é✳
✕ ❞é❞✉✐t ✿ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♣r♦✉✈é❡s ❧✬✉♥❡ ❛♣rès ❧✬❛✉tr❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❝♦✉r❛♥t✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❤r❛s❡
deduce F deduce G ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ deduce F and G✳ ❊♥ ❡✛❡t ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r
❝❛s ♦♥ ❞é❞✉✐t F ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❝♦✉r❛♥t❡s ♣✉✐s ❛♣rès ❛✈♦✐r ❛❥♦✉té F
à ❝❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♦♥ ❞é❞✉✐t G✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t F ❡t ♦♥ ❞é❞✉✐t
G ❛✈❡❝ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❝♦✉r❛♥t❡s✱ s❛♥s r✐❡♥ ❛❥♦✉t❡r ♣♦✉r G✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ❞é❞✉❝t✐♦♥s ❡♥ ❝❛s❝❛❞❡s ♦✉ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳
✕ ♣r♦✉✈❡ ✿ ❧❡ ❜✉t q✉✐ ❥✉st✐✜❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞♦✐t êtr❡ ♣r♦✉✈é✳
✸✼
◆♦t❡ ✷✳✸✳✷✸ ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✷✳✸✳✶✻ ❡t ✷✳✸✳✷✷ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❥✉st✐✜❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥
♣❡✉t s✉❜st✐t✉❡r t♦✉t❡ ♠ét❛✲✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛r ✉♥ t❡r♠❡ ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥tr♦✲
❞✉✐t❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❈✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ✈❛❧❡✉r q✉❡
❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❞♦♥♥❡r ❛✉① ♠ét❛✲✈❛r✐❛❜❧❡s r❡s♣❡❝t❛♥t ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
■❧ ❡st ❡♥t❡♥❞✉ q✉❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ❜✉t ❝♦✉r❛♥t ♣♦ssè❞❡
❞❡s ♠ét❛✲✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❝❡s ♠ét❛✲✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❡t ♥❡
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♥st❛♥❝✐é❡s✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✹
q✉✬✐❧ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❛✉tr❡♠❡♥t✳
• ❙✐ ❞❛♥s ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞♦♥♥és ❞✉r❛♥t ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❇❨ ❬✳✳✳❪
❲■❚❍ ✐❧ ② ❛ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✐❧ ② ❛ ❞❡✉① ❝❛s ✿
✕ ❙✐ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❛❧♦rs r✐❡♥ ❞❡ ♣❧✉s ♥✬❡st ❢❛✐t q✉❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥
♣♦✐❞s ❢❛✐❜❧❡ ❛✉ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r à ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✳ ◆♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s s✉r ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥
❞❡ ♣♦✐❞s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳
✕ ❙✐ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ❞♦✐t ♣r♦✉✈❡r
❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❝♦✉r❛♥t❡s✳ ❙✬✐❧ ② ♣❛r✈✐❡♥t✱ ❛❧♦rs ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st
❛❥♦✉té❡ ♠♦♠❡♥t❛♥é♠❡♥t ❛✉① ❤②♣♦t❤ès❡s ❝♦✉r❛♥t❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦✐❞s ❢❛✐❜❧❡✱ ❡t ❞✐s♣❛r❛✐t
❡♥s✉✐t❡ ❞❡s ❜✉ts ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❡s ♣r❡✉✈❡s✳ ❈❡❧❛ ❛ ✉♥ ❣r❛♥❞
❛✈❛♥t❛❣❡ ❝❛r ✐❧ ♥✬② ❛ ❥❛♠❛✐s ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s
❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à s✐❣♥❛❧é✱ ❞❛♥s ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❡♥ ❧❛♥❣✉❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r
très ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ q✉✐ ❥✉st✐✜❡ ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳
• ❙✐ ❛♣rès ✉♥ ❇❨ ❍ ❡st ❞♦♥♥é ✉♥ ❲■❚❍ ❛✈❡❝ ✉♥❡ é❣❛❧✐té x = t✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r
❞♦✐t ♣♦✉✈♦✐r ❛♣♣❧✐q✉❡r ♣r✐♦r✐t❛✐r❡♠❡♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❍ ❛✈❡❝ ❧❡ t❡r♠❡ t à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ x s✐
❍ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ∀x.K(x)✳
• ❙✐ ❛♣rès ❇❨ ❍ ❡st ❞♦♥♥é ✉♥ ❲■❚❍ ❑ ❛❧♦rs ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❑ ♣❛r ❍ ❞♦✐t êtr❡ ❢❛✈♦r✐sé❡
♣❛r ❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r✳
❈❡rt❛✐♥❡s rè❣❧❡s ♣❡✉✈❡♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t êtr❡ ✈❛❧✐❞é❡s ❛✉tr❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛r❧é ❞❛♥s
❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✷ ❞❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❜✉t ❝♦✉r❛♥t❡ ♣❡✉t
❛✈♦✐r ❝❤❛♥❣é✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣❡♥s❡r q✉✬✐❧ ② ❛ ❞❡ ❢♦rt❡s ❝❤❛♥❝❡s q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❧❡ ❝❛s ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❛
✉♥❡ ♠ét❛✲rè❣❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♣ré♠✐ss❡ ❡t ♦ù ❧❡ ❜✉t ♥✬❡st ♣❛s ❝❤❛♥❣é✳
Pr❡♥♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬♦♥ ❛ ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ H → K à ♣r♦✉✈❡r✳ P❛r❢♦✐s
❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ s❡ ❢❛✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✧s✉♣♣♦s♦♥s ❍✧✳ ■♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ♦♥ s❛✐t q✉✬✐❧
s✉✣t ❛❧♦rs ❞❡ ♣r♦✉✈❡r K✳ ❙✐ ❧✬♦♥ tr❛❞✉✐t s❛♥s s❡ ♣♦s❡r ❞❡ q✉❡st✐♦♥ ❝❡tt❡ ♣❤r❛s❡ ❞❛♥s ❧❡
❧❛♥❣❛❣❡ r❡str❡✐♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✧❛ss✉♠❡ ❍✧✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞é❝r✐t ✉♥❡ ♠ét❛✲rè❣❧❡
❛✈❡❝ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♣ré♠✐ss❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ❡t ♣❛s ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❜✉t✳
▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t r❡st❡ ✈r❛✐ ♣♦✉r ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ∀ǫ > 0, P (ǫ)✱ q✉✐
❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t ♣❛r ✧❙♦✐t ǫ ♣♦s✐t✐❢✧✳ ■❧ ❢❛✉t ❜✐❡♥ s❡ r❛♣♣❡❧❡r q✉❡ ∀ǫ > 0, P (ǫ)
s✐❣♥✐✜❡ ∀ǫ.ǫ > 0→ P (ǫ)✱ ❡t ❞♦♥❝ ✐❧ s✬❛❣✐t ❜✐❡♥ ✐❝✐ ❞❡ rè❣❧❡s ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳
❉❛♥s ❞❡ t❡❧s ❝❛s ♦♥ ❞♦✐t ♣♦✉✈♦✐r ❞ét❡❝t❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ rè❣❧❡s ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ q✉✐ ❛❥♦✉t❡♥t
❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❡t ❝❤❛♥❣❡❛♥t ❧❡ ❜✉t ❝♦✉r❛♥t✳ ▲❡s ❞✐✣❝✉❧tés ♣❡✉✈❡♥t s✉r✈❡♥✐r ❧♦rsq✉✬✐❧
s✬❛❣✐t ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❛ss❡③ ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❝❛r ❛❧♦rs ✐❧ ❞❡✈✐❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r à ✉♥✐✜❡r ❧❡s
❢♦r♠✉❧❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✈❡❝ ❞❡s s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❜✉t✱ ❧✬♦r❞r❡
❞♦♥♥é ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❞✐✛ér❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳
❖♥ ❛ ❝❡♣❡♥❞❛♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡✱ ♦ù ❧✬♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s❛♥s
❝❤❛♥❣❡r ❞❡ ❜✉t✱ s❛♥s ♣♦✉r ❛✉t❛♥t ❢❛✐r❡ ❞❡ rè❣❧❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥
❛ ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ∃x.P (x)✱ ♦♥ é❝r✐t ❛❧♦rs ✧s♦✐t x t❡❧ q✉❡ P (x)✧✳
❖♥ ♣ré❢èr❡r❛ ❛❧♦rs ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡✱ q✉✐ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❡st
❞❛♥s ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s✱ à ❧✬❛✉tr❡ q✉✐ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❡st ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ rè❣❧❡s
❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❝❛❝❤é❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ✐♠❛❣✐♥❡r q✉❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ♣r✐s❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡ s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ é❝❤♦✉❡✳ ❉❛♥s ❧✬ét❛t ❛❝t✉❡❧ ❞✉ s②stè♠❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡
✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❛✉t♦r✐sé❡✱ ❡t ✐❧ ❢❛✉t ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❞♦♥♥❡r ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❜✉t s✐ ❝❡❧✉✐✲❝✐
❡st ❝❤❛♥❣é✳
✸✾
❈❍❆P■❚❘❊ ✸
❯◆ λ✲❈❆▲❈❯▲ ❚❨P➱ ❆❱❊❈ ❉❊❯❳ ❋▲➮❈❍❊❙
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❣r❛♠♠❛✐r❡s ❝❛té❣♦r✐❡❧❧❡s ❛❜str❛✐t❡s ✭❆❈●✮ ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❛r P✳ ❞❡ ●r♦♦t❡
✭✈♦✐r ❬❉❡●❪✮✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s tr❛❞✉❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❞✐✈❡rs ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❡♥tr❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ s②♥t❛①✐q✉❡ ❡t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ sé♠❛♥t✐q✉❡✱ ❧❡ t♦✉t ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧
❤♦♠♦❣è♥❡✳ ❉é✈❡❧♦♣♣é à ❧❛ ❜❛s❡ s✉r ❧❡ ❧❛♠❜❞❛ ❝❛❧❝✉❧ ❧✐♥é❛✐r❡ ✉t✐❧✐sé ❡♥ ❧✐♥❣✉✐st✐q✉❡✱ ❧❡
s②stè♠❡ ❝♦♥♥❛ît ❞❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐✈✐té ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ sé♠❛♥t✐q✉❡✱ ♦ù
❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♣♦✉✈♦✐r ✉t✐❧✐s❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ✉♥❡ ♠ê♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳
▲✬✉t✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❧✐♥é❛r✐té ét❛♥t ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ s②♥t❛①✐q✉❡ ❞❡ t❡①t❡s ❡♥ ❧❛♥❣✉❡
♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❝♦♥s❡r✈❡r s♦♥ ✉s❛❣❡✳ ▼❛✐s ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉✈♦✐r ❡①♣r✐♠❡r
s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞✉ t②♣❡ (❆❧❧ λx.(❆◆❉ (A x)(B x)))✱ s✐❣♥✐✜❛♥t ∀x.A(x)∧B(x)✱
q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ✉♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡✱ ❡t ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡ ❧❛ ♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐té✳
▲❛ ✈♦❧♦♥té ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❡ ❝❛❞r❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡s ❆❈●s✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♥❛✲
t✉r❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✱ ❛ ❛❧♦rs ♠❡♥é à ❧✬✐❞é❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♠❜❞❛ ❝❛❧❝✉❧ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡
❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐s♠❡✳ ❈❡❧❛ ❢❛✐t ❞♦♥❝ ✉♥ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t s✉rt♦✉t ❞❡✉①
t②♣❡s ❞❡ ✢è❝❤❡s ✭✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❡t ❧✐♥é❛✐r❡✮✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐r♦♥s ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
s❡❝t✐♦♥✳
■❧ ❡st ❛❧♦rs ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r q✉❡❧ ♣❡✉t êtr❡ ❧❡ t②♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ é❝r✐t ❞❛♥s
❝❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❡t q✉❡❧❧❡s s♦♥t s❡s ♣r♦♣r✐étés✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ s❡r❛ ❞♦♥♥é
❞❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ s❡❝t✐♦♥✳
❯♥❡ ❞✐✣❝✉❧té ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ t②♣❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡✱ ❞❡s ✢è❝❤❡s ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡s ✭−?✮✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♥❞✐✛ér❡♠♠❡♥t r❡♠♣❧❛❝é❡s s♦✐t
♣❛r ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ✭→✮ s♦✐t ♣❛r ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭⊸✮✳
❆✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❝♦♠♣❧✐q✉❡r ❝❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✱ ✐❧ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❛✈♦✐r à ❣❛r❞❡r ❧❡s ✢è❝❤❡s
s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡s ❡t ❞♦♥❝ ❞✬êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❞❡s ❝❛s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥❡
♥♦t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ s❛♥s ❝❡s ✢è❝❤❡s✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡ ❝✬❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ▼❛✐s ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❝❛s✱ ❧❡ ❝❛s
❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❧❡ ❝❛s η✲❧♦♥❣✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥ rés✉❧t❛t✳ ◆♦✉s tr❛✐t❡r♦♥s ❝❡s ❞❡✉①
❝❛❧❝✉❧s ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳
◆♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s ❞❛♥s ✉♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❛✉① ❆❈●s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ t②♣❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❡st ✉♥❡ ❞❡s ét❛♣❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❡✉r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❡①♣❧✐q✉❡r♦♥s
❞♦♥❝ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ t②♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡t ❆❈●s✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s η✲❧♦♥❣s
s❡ r❡tr♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❆❈●s✳
✹✵
✸✳✶ ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡
✸✳✶✳✶ ❚②♣❡s
❉♦♥♥♦♥s ✐❝✐ ❧❡s ❣r❛♠♠❛✐r❡s ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡s t②♣❡s ✿
❉♦♥♥♦♥s✲♥♦✉s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ A ❞❡ t②♣❡s ✭❝♦♥st❛♥ts✮ ❛t♦♠✐q✉❡s✳ ▲❡s t②♣❡s s♦♥t ❛❧♦rs ❞é✜♥✐s
♣❛r ✿
β ::= a |α |β⊸ β |β → β
❖ù a ❡st ❞❛♥s A ❡t α ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ ✭❛♣♣❡❧é❡ ❛✉ss✐ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛t♦♠✐q✉❡✮✳ ▲❛ ✢è❝❤❡
⊸ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ✢è❝❤❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t → ❧❛ ✢è❝❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡✳
❆ ❝❡tt❡ ❣r❛♠♠❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ✢è❝❤❡s✳ ◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s −? ♦✉ ❜✐❡♥
−?i ✉♥❡ t❡❧❧❡ ✢è❝❤❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ✢è❝❤❡ s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ r❡♠♣❧❛❝é❡s
♣❛r ✉♥❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡s ❞❡✉① ✢è❝❤❡s✳ ◆♦✉s ♥❡ ♥♦t♦♥s ♣❛s ❝❡s ✢è❝❤❡s ❞❛♥s ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡
❝❛r ❡❧❧❡s s♦♥t ✉♥ ♦✉t✐❧ ♣♦✉r ❧❡ t②♣❛❣❡ ❞❡s t❡r♠❡s✱ ❡t ♥♦tr❡ ❜✉t ✐❝✐ ❡st ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❞❡s ❝❛s
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❧❡s ❢❛✐r❡ ❞✐s♣❛r❛îtr❡✳
◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ✉♥❡ ✢è❝❤❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st❡ ♦✉ s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡✳
❊❧❧❡ ♥♦✉s s❡r✈✐r❛ à s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ❝❛s ❞❛♥s ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ♣r❡✉✈❡s ❢❛✐t❡s ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥
s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s t②♣❡s✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❝❡ q✉❡ s✐❣♥✐✜❡ êtr❡ ♣♦s✐t✐❢ ♦✉ ♥é❣❛t✐❢ ♣♦✉r ✉♥ s♦✉s✲
t②♣❡✱ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s t②♣❡s✳ ❙♦✐t T ✉♥ t②♣❡ ❡t T ′ ✉♥ s♦✉s✲t②♣❡ ❞❡ T
❛❧♦rs ✿
✕ ❙✐ T ′❂T ❛❧♦rs T ′ ❡st ♣♦s✐t✐❢ ❞❛♥s T ❀
✕ ❙✐ T = T1  T2 ❡t T ′ ❡st ✉♥ s♦✉s✲t②♣❡ ❞❡ T1 ❛❧♦rs T ′ ❡st ♥é❣❛t✐❢ ❞❛♥s T s✐ T ′ ❡st ♣♦s✐t✐❢
❞❛♥s T1✱ s✐♥♦♥ T ′ ❡st ♣♦s✐t✐❢ ❞❛♥s T ❀
✕ ❙✐ T = T1  T2 ❡t T ′ ❡st ✉♥ s♦✉s✲t②♣❡ ❞❡ T2 ❛❧♦rs T ′ ❡st ♣♦s✐t✐❢ ❞❛♥s T s✐ T ′ ❡st ♣♦s✐t✐❢
❞❛♥s T2✱ s✐♥♦♥ T ′ ❡st ♥é❣❛t✐❢ ❞❛♥s T ✳
◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ t❡r♠❡ ✧♣♦❧❛r✐té✧ ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ♦✉ ❧❛ ♥é❣❛t✐✈✐té
❞✬✉♥ s♦✉s✲t②♣❡ ❞❛♥s ✉♥ t②♣❡✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✷ ❙♦✐t T ✉♥ t②♣❡✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ têt❡ ❞❡ T ♣❛r ✿
✕ ❙✐ T = a ❛❧♦rs ❧❛ têt❡ ❞❡ T ❡st a✳
✕ ❙✐ T = A B ❛❧♦rs ❧❛ têt❡ ❞❡ T ❡st  ✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✸ ❙♦✐t T ✉♥ t②♣❡ ❡t s♦✐t  ✉♥❡ ✢è❝❤❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s T ✳
▲❛ ✢è❝❤❡  ❛♣♣❛r❛ît ❝♦♠♠❡ ❧❛ têt❡ ❞✬✉♥ s♦✉s✲t②♣❡ T ′ ❞❡ T ✳ ❙✐ T ′ ❡st ♥é❣❛t✐❢ ♣♦✉r T ❛❧♦rs
 ❡st ♥é❣❛t✐✈❡ ♣♦✉r T ✱ s✐♥♦♥  ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦✉r T ✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✹ ❙♦✐t T ✉♥ t②♣❡ ❡t a ✉♥ ❛t♦♠❡ ✭r❡s♣✳ α ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡✱ r❡s♣✳  
✉♥❡ ✢è❝❤❡✮ ❞❡ T ♦♥ ❞✐t q✉❡ a ✭r❡s♣✳ α✱ r❡s♣✳ ✮ ❡st ✉♥✐q✉❡ ❞❛♥s T s✬✐❧ ❛♣♣❛r❛ît ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡
❢♦✐s ❞❛♥s T ✳
✹✶
✸✳✶✳✷ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✺ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ S ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡
❞❛♥s ❧❡s t②♣❡s ❡t ❞❡s ✢è❝❤❡s s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡s ❞❛♥s ❧❡s ✢è❝❤❡s✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❛❧♦rs S(T )
✭♥♦té ❛✉ss✐ ST ✮ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥ t②♣❡ T ♣❛r ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ S ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡ t②♣❡ ✿
✕ S(a) = a ❀
✕ S(α) = S(α) ❞é✜♥✐ ♣❛r S ❀
✕ S(T1⊸ T2) = S(T1)⊸ S(T2) ❀
✕ S(T1 → T2) = S(T1)→ S(T2) ❀
✕ S(T1−?1T2) = S(T1) S(−?1) S(T2)✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s ✢è❝❤❡s → ❡t ⊸ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♠♦❞✐✜é❡s ♣❛r ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
é❝r✐r❡ S ⊸=⊸ ❡t S →=→✳
▲❡♠♠❡ ✸✳✶✳✻ ❙♦✐t T ✉♥ t②♣❡ ❡t S ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ❙♦✐t T ′ ✉♥ s♦✉s✲t②♣❡ ❞❡ T ✳ ❆❧♦rs ❧❛
♣♦❧❛r✐té ❞❡ ST ′ ❞❛♥s ST ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ T ′ ❞❛♥s T ✳
Pr❡✉✈❡ ✿ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r T
✕ T = T ′ ✿ ❝✬❡st ❝❧❛✐r✳
✕ T = T1  T2 ❡t T ′ ❡st ✉♥ s♦✉s✲t②♣❡ ❞❡ T1 ✿ ST = ST1S  ST2 ❡t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❧❛
♣♦❧❛r✐té ❞❡ T ′ ❞❛♥s T1 ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ST ′ ❞❛♥s ST1✳ ❖r T1 ❛ ♠ê♠❡ ♣♦❧❛r✐té
❞❛♥s T q✉❡ ST1 ❞❛♥s ST ✳ ❉✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t✳
✕ T = T1  T2 ❡t T ′ ❡st ✉♥ s♦✉s✲t②♣❡ ❞❡ T2 ✿ ✐❞❡♠✳ ✷
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✼ ❙♦✐t S ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❞✐r♦♥s q✉❡ S ❡st ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❙▲ s✐
s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ❞❡s ✢è❝❤❡s s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡s✱ ❡t q✉✬❡❧❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❝❡s ✢è❝❤❡s
s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡s ❡♥ ⊸✳
✸✳✶✳✸ ❯♥✐✜❝❛t✐♦♥
❊t❛♥t ❞♦♥♥és ❞❡✉① t②♣❡s T1 ❡t T2✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à s❛✈♦✐r s✬✐❧s s♦♥t ✉♥✐✜❛❜❧❡s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ s✬✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ S t❡❧❧❡ q✉❡ ST1 = ST2✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳
❖♥ ♣❡✉t ❡♥ ❡✛❡t ✈♦✐r ✉♥ t②♣❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ t❡r♠❡ é❝r✐t à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ fleche
❞✬❛r✐té tr♦✐s ✭✐✳❡✳ ❛②❛♥t tr♦✐s ❛r❣✉♠❡♥ts✮ ❡t ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ t②♣❡
(a→ α)−?1(b⊸ β)−?2c
♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡
fleche(x1, f leche(int, a, α), f leche(x2, f leche(lin, b, β), c))
■❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✉♥✐✜❝❛t❡✉r ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s t♦✉t ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥
❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳ ◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s U(A,B) ❧✬✉♥✐✜❝❛t❡✉r ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❞❡✉① t②♣❡s A ❡t
B✳
✸✳✶✳✹ ❚❡r♠❡s
❱♦✐❝✐ ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s ✿
✹✷
t ::= c |x |λ◦x.t |λx.t | (t) t
♦ù c ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✱ x ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ▲❡ λ◦ ❞és✐❣♥❡ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❡ λ ❞és✐❣♥❡
❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡✳ ◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t λ⋆ ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❖♥
♣♦s❡ ❞❡s r❡str✐❝t✐♦♥s s✉r ❧❡s rè❣❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ à s❛✈♦✐r q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❢♦r♠❡r ❧❡ t❡r♠❡ λ◦x.t
q✉❡ ❧♦rsq✉❡ x ❛♣♣❛r❛ît ❧✐❜r❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦✐s ❞❛♥s t✳ ▲❡ t❡r♠❡ (t1) t2 ♥❡ ♣❡✉t q✉❛♥t à
❧✉✐ êtr❡ ❢♦r♠é q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ t1 ❡t t2 s♦♥t ❞✐s❥♦✐♥t❡s✳
◆♦t❛t✐♦♥s ✿ ♥♦✉s é❝r✐r♦♥s (t1) t2 t3 t4 ❧❡ t❡r♠❡ (((t1) t2) t3) t4 ❡t λxy.t ❧❡ t❡r♠❡ λx.λy.t✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✶✳✽ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ♠❛✐s ✉♥ s❡✉❧ t②♣❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
✐❧ ❛✉r❛✐t ❝❡rt❡s été ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❡t
✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❯♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ♥❛t✉r❡ ❛ été ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❬❈❡P❢❡✶❪✳ ■❧ ♦✛r❡ ✉♥❡
s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ t②♣❛❣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ q✉✐ ♥❡ ♣♦s❡ ❛❧♦rs ♣❧✉s ❞❡ ❞✐✣❝✉❧té✳ ▼❛✐s ✐❧ ❞❡♠❛♥❞❡
à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡ ♣ré❝✐s❡r ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❢❛st✐❞✐❡✉①✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs
♣ré❢ér❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té à ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡t ♥♦♥ à ❧✉✐✲♠ê♠❡✳ ❈✬❡st
❧❛ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ♥✬② ❛ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
✸✳✶✳✺ ❘è❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡✳
❙♦✐t C ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ t❡r♠❡s✳ ❙♦✐t τ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ C ❞❛♥s ❧❡s t②♣❡s
q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥st❛♥t❡ s♦♥ t②♣❡ ✭s❛♥s ✢è❝❤❡ s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡✮✳
▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ [Γ ; ∆] ⊢ t : β ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❛❣❡✱ ♦ù
✕ Γ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡s ❧✐❜r❡s x : γ ❀
✕ ∆ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❧✐❜r❡s x : γ ❀
✕ Γ ❡t ∆ s♦♥t ❞✐s❥♦✐♥ts ❀
✕ t ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❀
✕ β ❡st ❧❡ t②♣❡ ❞❡ t✳
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❧❡s rè❣❧❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ t②♣❡r ❧❡s t❡r♠❡s ✿
[Γ ; ] ⊢ c : τ(c)
[Γ ; x : γ] ⊢ x : γ [Γ, x : γ ; ] ⊢ x : γ
[Γ ; ∆, x : α] ⊢ t : β
[Γ ; ∆] ⊢ λ◦x.t : α⊸ β
[Γ, x : α ; ∆] ⊢ t : β
[Γ ; ∆] ⊢ λx.t : α→ β
[Γ ; ∆1] ⊢ t : α⊸ β [Γ ; ∆2] ⊢ u : α
(∗)
[Γ ; ∆1,∆2] ⊢ (t) u : β
[Γ ; ∆] ⊢ t : α→ β [Γ ; ] ⊢ u : α
[Γ ; ∆] ⊢ (t) u : β
(∗) Dom(∆1) ∩Dom(∆2) = ∅
❉♦♥♥♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉r ❝❡s rè❣❧❡s✳ ▲❡s rè❣❧❡s s✉r ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ s♦♥t ❧❡s
rè❣❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ s♦♥t ❧❡s rè❣❧❡s ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡s✳
✹✸
P♦✉r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❝❡✲
♣❡♥❞❛♥t ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❢❛✉t r❡s♣❡❝t❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡
❢♦✐s✱ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞♦✐t êtr❡ ✈✐❞❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡
❡t ♥❡ ❝♦♠♣♦rt❡r q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❧✐♥é❛✐r❡✳
P♦✉r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ✢è❝❤❡s✱ ❧❡s rè❣❧❡s s♦♥t ❛ss❡③ s✐♠♣❧❡s✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✳
P♦✉r ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ✢è❝❤❡s✱ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❡st q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ♠❛✐s ✐❞❡♥t✐q✉❡
❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♣ré♠✐ss❡s ✭❞✬♦ù ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s✮✳ P♦✉r ❧❛ rè❣❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❝♦♥t❡①t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡st st❛♥❞❛r❞✱ ♣✉✐s✲
q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❝♦♥s❡r✈❡r ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡✳ P♦✉r ❧❛ rè❣❧❡ ✐♥t✉✐✲
t✐♦♥♥✐st❡✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré♠✐ss❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞♦✐t êtr❡ ✈✐❞❡✳
▲❛ r❛✐s♦♥ ❡♥ ❡st q✉❡ s✐ t ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ λx.t′✱ ❧❡ t❡r♠❡ (t)u ❡st ❛❧♦rs ✉♥ r❡❞❡①✳ ▲♦rs ❞❡
❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ à t[x := u]✱ ✐❧ ❢❛✉t êtr❡ ❝❡rt❛✐♥ q✉✬❛✉❝✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ u ♥✬❡st
❞✉♣❧✐q✉é❡✳ ❖r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ♣❡✉t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❡ ❢♦✐s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t
u ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s ❝♦♥t❡♥✐r ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❧✐❜r❡s✳
P❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♥♦✉s ❢❡r♦♥s ✉♥ ❛❜✉s ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❞✐r❡ q✉✬✉♥ t❡r♠❡ ❡st t②♣é s✐
❧✬♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ❞é❞✉✐r❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ✭s✬✐❧ ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s rè❣❧❡s✮✳ ❈✬❡st à
❞✐r❡ q✉✬✉♥ t❡r♠❡ ❡st t②♣❛❜❧❡ s✬✐❧ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ t②♣❛❣❡✳
P❛r❢♦✐s ❞❡s ❥✉❣❡♠❡♥ts s❡r♦♥s ♥♦tés x : τ ⊢ t : θ✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st
❝♦♥s✐❞éré❡✱ ♠ê♠❡ s✬✐❧ ② ❡♥ ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t ❧✐♥é❛✐r❡ ♦✉ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ♥✬❛
♣❛s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ s②stè♠❡✱ ❛✉❝✉♥❡ ✢è❝❤❡ s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡ ♥✬❛♣♣❛r❛ît✳
❊❧❛r❣✐ss♦♥s ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ♣♦❧❛r✐té ❞❡ s♦✉s✲t②♣❡s ❡t ❞❡ ✢è❝❤❡s ♣♦✉r ❧❡s ❥✉❣❡♠❡♥ts✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✾ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t x : τ ⊢ t : θ✳ ❆❧♦rs ✉♥ s♦✉s✲t②♣❡/✢è❝❤❡
♣♦s✐t✐❢ ✭r❡s♣✳ ♥é❣❛t✐❢✮ ❞❡ τ ❡st ♥é❣❛t✐❢ ✭r❡s♣✳ ♣♦s✐t✐❢✮ ❞❛♥s ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t✳ ❯♥ s♦✉s✲t②♣❡/✢è❝❤❡
♣♦s✐t✐❢ ✭r❡s♣✳ ♥é❣❛t✐❢✮ ❞❡ θ ❡st ♣♦s✐t✐❢ ✭r❡s♣✳ ♥é❣❛t✐❢✮ ❞❛♥s ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✶✳✶✵ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ β✲ré❞✉❝t✐♦♥✱ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡
❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ st❛♥❞❛r❞✳ ❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❝❡rt❛✐♥s rés✉❧t❛ts ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é ❝♦♠♠❡
❧❛ ❢♦rt❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ✐❧ s✉✣t ❞❡ tr❛❞✉✐r❡ ❝❡s t❡r♠❡s ❡t ❧❡✉r t②♣❡
♣❛r ❧❡s t❡r♠❡s ❡t t②♣❡s st❛♥❞❛r❞s✳ ➚ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡①❛❝t❡♠❡♥t
✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s s❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥✳
❱♦✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s ❧❡♠♠❡s ❢♦rt s✐♠♣❧❡s ♠❛✐s ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳ ▲❡s ♣r❡✉✈❡s✱ très ❢❛❝✐❧❡s✱ s❡r♦♥t ♣❡✉
❞é❝r✐t❡s✳
▲❡♠♠❡ ✸✳✶✳✶✶ ▲❡s t❡r♠❡s ❝♦♥str✉✐ts à ♣❛rt✐r ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜♦♥ t②♣❛❣❡ ✈ér✐✲
✜❡♥t ❧❡s r❡str✐❝t✐♦♥s ❢❛✐t❡s s✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥
❛✐t [Γ ; ∆] ⊢ t : β✳ ❆❧♦rs
✕ s✐ t = λ◦x.t′ ❛❧♦rs x ❛♣♣❛r❛ît ❧✐❜r❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦✐s ❞❛♥s t′ ❀
✕ s✐ ∆ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❛❧♦rs x ❛♣♣❛r❛ît ❧✐❜r❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦✐s ❞❛♥s t ❀
✕ s✐ t = (t1) t2 ❛❧♦rs ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ t1 ❡t t2 s♦♥t ❞✐st✐♥❝t❡s✳
Pr❡✉✈❡ ✿ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳
✹✹
✕ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡✱ ❝✬❡st ❝❧❛✐r✳
✕ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡✱ ❝✬❡st ❝❧❛✐r ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳
✕ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ x✱ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ x ❡st ❧✐❜r❡ ❞❛♥s
t′ ❡t ❛♣♣❛r❛ît ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦✐s✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ t ét❛♥t ❝❡❧❧❡s ❞❡ t′ s❛✉❢ x✱ ♦♥
❛ ❧❡ rés✉❧t❛t✳
✕ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❝❡ s♦♥t ❧✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s s✉r ❧❡s rè❣❧❡s
q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡✳ ✷
❆✈❛♥t ✉♥ ❛✉tr❡ ❧❡♠♠❡✱ ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✿
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✷ ❆♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ S à ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st ❛♣♣❧✐q✉❡r S à
❝❤❛❝✉♥ ❞❡s t②♣❡s ❞✉ ❥✉❣❡♠❡♥t✳ ❆♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ S à ✉♥ ❛r❜r❡ ❝✬❡st ❛♣♣❧✐q✉❡r S
à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❥✉❣❡♠❡♥ts q✉✐ ❝♦♠♣♦s❡ ❧✬❛r❜r❡✳
▲❡♠♠❡ ✸✳✶✳✶✸ ❙♦✐t T ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ♣♦✉r ✉♥ t❡r♠❡ t✳ ❙♦✐t S ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ❆❧♦rs
❧✬✐♠❛❣❡ ♣❛r S ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❡st ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ♣♦✉r t✳
Pr❡✉✈❡ ✿ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡
✕ ❉❛♥s ❧❡s ❝❛s ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❝✬❡st ❝❧❛✐r✳
✕ ❉❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s✱ ❝✬❡st ❧✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡✱ ♣❧✉s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s s✉❜st✐✲
t✉t✐♦♥s ♥❡ ❝❤❛♥❣❡♥t ♣❛s ❧❡s ✢è❝❤❡s⊸ ❡t →✳ ✷
✸✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s r❡♣r❡♥❞r❡ très ❧❛r❣❡♠❡♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞❡ ❉❛♠❛s ❡t ▼✐❧♥❡r ✭❝❢✳
❬❉❛▼✐❪✮✳ ▼❛✐s ✐❧ ② ❛ ❞❡s ❛♠é♥❛❣❡♠❡♥ts à ❢❛✐r❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s ❞❡✉① ✢è❝❤❡s✳
❖♥ ♣❡✉t ❡♥ ❡✛❡t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ q✉❛♥❞ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à t②♣❡r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ (t1) t2✱ s✐ t2
♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❧✐❜r❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ t1 ♣✉✐ss❡ ❛✈♦✐r s♦✐t ✉♥ t②♣❡ ⊸✱ s♦✐t
✉♥ t②♣❡ →✳ ■❧ ❡st ❡♥ ❡✛❡t ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ✐♥❞✐✛ér❡♥❝✐é❡✱ ❝✬❡st à
❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❧❡ ❝❛s ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧♦rs
❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡✱ ✐❧ ✈❛ ❢❛❧❧♦✐r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ✢è❝❤❡s −?n s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡s✳ ❈❡rt❛✐♥❡s
♣♦✉rr♦♥s ❛❧♦rs êtr❡ ✐❞❡♥t✐✜é❡s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♠❛✐s ❞✬❛✉tr❡s ✈♦♥t r❡st❡r s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡s✳
✸✳✷✳✶ ❯♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ t②♣❛❣❡
▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❡st ❛✉❣♠❡♥té ❞✉ s❝❤é♠❛ s✉✐✈❛♥t ✿
[Γ ; ∆] ⊢ t : α−?nβ [Γ ; ] ⊢ u : α
[Γ ; ∆] ⊢ (t) u : β
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥ ❧❡♠♠❡ s❡♠❜❧❛❜❧❡ à ❝❡✉① ✈✉s ♣❧✉s ❤❛✉t ✿
▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✶ ❙♦✐t t ✉♥ t❡r♠❡ t②♣é ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❛✉❣♠❡♥té ❞✉ s❝❤é♠❛ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❙♦✐t S
✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ❆❧♦rs ❧✬✐♠❛❣❡ ♣❛r S ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❡st ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞ér✐✈❛❜❧❡✳
✹✺
Pr❡✉✈❡ ✿ ❊❧❧❡ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❧❡♠♠❡ s❛♥s ❧❡ s❝❤é♠❛✳ ■❧ ❢❛✉t ❡♥ ♣❧✉s r❡♠❛rq✉❡r
♣♦✉r ❧❡ s❝❤é♠❛ q✉❡ s✐ ❧❛ ✢è❝❤❡ ❡st ♠♦❞✐✜é❡ ♣❛r ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ❧❛ rè❣❧❡ r❡st❡ ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s
t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ❧❡s ❢è❝❤❡s s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡s ❛②❛♥t été ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥ ♣ré❝✐s❡✳ ✷
❊t ✈♦✐❝✐ ✉♥ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✐♠♠é❞✐❛t ✿
▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✷ ❙♦✐t t ✉♥ t❡r♠❡ t②♣é ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ ❧❡ s❝❤é♠❛✳ ❙♦✐t S ✉♥❡ s✉❜st✐t✉✲
t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❧❡s ✢è❝❤❡s s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❡t ❞✬✐♠❛❣❡ ④→✱⊸⑥✳ ❆❧♦rs
❧✬✐♠❛❣❡ ♣❛r S ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❡st ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✐♥✐t✐❛❧✳
Pr❡✉✈❡ ✿ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡ s♦✐t ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❡st ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡
♣ré❝é❞❡♥t ❡t ❝♦♠♠❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ♥✬❡st ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ✢è❝❤❡s s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡s ♦♥t
❞✐s♣❛r✉✱ ❝✬❡st ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✐♥✐t✐❛❧✳ ✷
✸✳✷✳✷ ❚②♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✬✉♥ t❡r♠❡
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✸ ▲✬é❣❛❧✐té ❞❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❡st ❞é✜♥✐❡ à r❡♥♦♠♠❛❣❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡
♣rès✳
❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ❞✐r❡ q✉❡ ❞❡✉① t②♣❡s T1 ❡t T2 s♦♥t é❣❛✉① s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ S1 ❡t S2 ❞❡✉① s✉❜st✐✲
t✉t✐♦♥s t❡❧❧❡s q✉❡ S1T1 = T2 ❡t S2T2 = T1✳ ◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s s✐♠♣❧❡♠❡♥t T1 = T2✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✹ ❙♦✐t t ✉♥ t❡r♠❡✳ ❯♥ t②♣❡ T ♣♦✉r t ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧ s✐ ♣♦✉r t♦✉t T ′ t②♣❡
❞❡ t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ S t❡❧❧❡ q✉❡ ST = T ′✳
■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉✬✉♥ t❡r♠❡ ❛②❛♥t ✉♥ t②♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ t②♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ ♥♦✉s ❧❡ ♥♦t❡r♦♥s
❚P(t)✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✺ ❯♥ ❛r❜r❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ t ❡st ✉♥ ❛r❜r❡ T t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r
t♦✉t ❛r❜r❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ T ′ ❞❡ t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ S t❡❧❧❡ q✉❡ ST ❂T ′✳
■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ t ❞♦♥♥é ♣❛r ✉♥ t❡❧ ❛r❜r❡ ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳
▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✻ ❙♦✐t t ❡t t′ ❞❡✉① t❡r♠❡s ❛②❛♥t ✉♥ t②♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ s✐ t
❡st t②♣❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ T ❛❧♦rs t′ ❡st ❛✉ss✐ t②♣❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ T ❡t ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✳ ❆❧♦rs t ❡t t′
♦♥t ♠ê♠❡ t②♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳
Pr❡✉✈❡ ✿ ❧❡ t②♣❡ ❚P(t) ❡st ✉♥ t②♣❡ ♣♦✉r t ❞♦♥❝ ❝✬❡st ❛✉ss✐ ✉♥ t②♣❡ ♣♦✉r t′✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t
✐❧ ❡①✐st❡ S′ t❡❧❧❡ q✉❡ S′❚P(t′)❂❚P(t)✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ✐❧ ❡①✐st❡ S t❡❧❧❡ q✉❡ S❚P(t)❂❚P(t′)✳ ❉♦♥❝
❚P(t)❂❚P(t′)✳ ✷
✸✳✷✳✸ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ t②♣❛❣❡
❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶
❱♦✐❝✐ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s✱ q✉✐ à ✉♥ t❡r♠❡ ❞♦♥t ♦♥ ❝♦♥♥❛ît t♦✉t❡s ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡✉r ❣❡♥r❡ ✭❧✐♥é❛✐r❡ ♦✉ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡✮ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡
t②♣❛❣❡ s✐ ❧❡ t❡r♠❡ ❡st t②♣❛❜❧❡✳
✹✻
❊♥tré❡ ✿ ✉♥ t❡r♠❡ t ❞♦♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡s s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s✳
❙♦rt✐❡ ✿ ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ T ❞❡ t s✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ t❡r♠✐♥❡ ❛✈❡❝ s✉❝❝ès✳
❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✿ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ t✳
✕ ❙✐ t❂x✱ t ♥✬❛ q✉❡ x ❝♦♠♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡✳ ❙♦✐t α ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❛❧♦rs T ❡st
[ ; x : α] ⊢ x : α
s✐ x ❡st ❧✐♥é❛✐r❡✱
[x : α ; ] ⊢ x : α
s✐ x ❡st ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡✳
✕ ❙✐ t❂c ❛❧♦rs t ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❡t T ❡st
[ ; ] ⊢ c : τ(c)
✕ ❙✐ t = λx.t′✱ s♦✐t T ′ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞❡ t′ s✬✐❧ ❡①✐st❡✳ ❙♦✐t T ′′ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t T ′
s✐ x ❡st ❧✐❜r❡ ❞❛♥s t′ ❡t ét❛♥t T ′ ♦ù ❧✬♦♥ ❛❥♦✉t❡ x : α ❞✉ ❝♦té ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❞❡ t♦✉s
❧❡s ❥✉❣❡♠❡♥ts ❞❡ T ❛✈❡❝ α ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ s✐♥♦♥✳ ❙✐ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ T ′′ ❡st
[Γ, x : α ; ∆] ⊢ t′ : β ❆❧♦rs T ❡st
T ′′
[Γ ; ∆] ⊢ λx.t′ : α→ β
✕ ❙✐ t = λ◦x.t′✱ s♦✐t T ′ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞❡ t′ s✬✐❧ ❡①✐st❡✳
▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ét❛♥t ❧✐❜r❡ ❞❛♥s t′ ✭❡❧❧❡ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡✮✱ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ T ′ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
[Γ ; ∆, x : α] ⊢ t′ : β ❡t T ❡st
T ′
[Γ ; ∆] ⊢ λ◦x.t′ : α⊸ β
✕ ❙✐ t = (t1) t2✱ s♦✐t T1 ❡t T2 ❧❡s ❛r❜r❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ♣♦✉r t1 ❡t t2✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡ s♦♥t ❞✐st✐♥❝t❡s ❞❛♥s T1 ❡t T2 ✭♦♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs ❢❛✐r❡ ✉♥ r❡♥♦♠♠❛❣❡
❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✮✳ ◆♦t♦♥s [Γ1,Γ′1 ; Σ1] ⊢ t1 : τ ❧❡
❥✉❣❡♠❡♥t ❞❡ t1 ❡t [Γ2,Γ′2 ; Σ2] ⊢ t2 : α ❝❡❧✉✐ ❞❡ t2 ♦ù Γ1 ❡t Γ2 r❡❣r♦✉♣❡♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❝♦♠♠✉♥❡s ❞❡ t1 ❡t t2 ❡t ♦ù Γ′1 ❡t Γ
′
2 s♦♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s q✉✐ ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♣❛s ❞❛♥s
❧✬❛✉tr❡ t❡r♠❡✳
❙♦✐t S ❧✬✉♥✐✜❝❛t❡✉r ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞❡s t②♣❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❝♦♠♠✉♥❡s ❞❡ t1 ❡t t2✳
❆❧♦rs SΓ1 = SΓ2✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t T ′1 ❧✬❛r❜r❡ T1 ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ❛ ❛❥♦✉té ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s Γ′2 ♠❛♥q✉❛♥t❡s ❞❡ t2 ❡t T
′
2 ❧✬❛r❜r❡ T2 ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ❛ ❛❥♦✉té ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s Γ
′
1
♠❛♥q✉❛♥t❡s ❞❡ t1✳ ❙♦✐t β ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡✳ ❖♥ ✉♥✐✜❡ ❛❧♦rs Sτ ❡t Sα 1 β
♦ù  1 ❡st ⊸ s✐ t2 ❛ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✭✐✳❡✳ s✐ ∆2 ❡st ♥♦♥ ✈✐❞❡✮ ❡t ❡st ✉♥❡
♥♦✉✈❡❧❧❡ ✢è❝❤❡ s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡ s✐♥♦♥✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s S′ ❧✬✉♥✐✜❝❛t❡✉r ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❡t T
❡st
✹✼
S′ST ′1 S
′ST ′2
S′S([Γ1,Γ
′
1,Γ
′
2 ; Σ1,Σ2] ⊢ (t1) t2 : β)
✷
❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷
■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ❧✉✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s
♣❧✉s t❛r❞ ❧✬✉♥ ♦✉ ❧✬❛✉tr❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱ s❡❧♦♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥✈✐❡♥❞r❛ ❧❡ ♠✐❡✉① ❛✉① ♣r❡✉✈❡s✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❛♥s ❝❡t ❛✉tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❧❡ ♣❧✉s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ❛✐♥s✐ ❧❡s t❡r♠❡s
s♦♥t ♣r✐s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
✕ (x)t1 . . . tn n ≥ 0 ❀
✕ (c)t1 . . . tn n ≥ 0 ❀
✕ λx.u ❀
✕ λ◦x.u ❀
✕ (u)t1 . . . tn ❛✈❡❝ u ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ✭❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ λ⋆x.u′✮✱ n ≥ 1✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥✳ P♦✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥
t❡r♠❡ t ✭q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♦✉ ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥✮ à n ❛r❣✉♠❡♥ts
t1✱. . . ✱ tn✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ■❧ ② ❛ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞✬ét❛♣❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ✿
✕ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❧❡ t❡r♠❡ ❡t ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts s♦♥t t②♣és ✭♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡
♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡✮ ❀
✕ ▲❡ t②♣❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❝♦♠♠✉♥❡s ❡st ✉♥✐✜é ❀
✕ ▲❡ t②♣❡ ❞❡ t ♦❜t❡♥✉ ❡st ✉♥✐✜é ❛✉ t②♣❡ ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡s ti✳ ❈✬❡st à ❞✐r❡
q✉❡ ❧✬♦♥ ♣r❡♥❞ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ β✱ ❡t s✐ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ Ti ❧❡s t②♣❡s ❞❡s ti✱ ❛❧♦rs
❧❡ t②♣❡ ❝♦♥str✉✐t ❡st T1  1 . . . Tn  n β ♦ù ❧❡s  i s♦♥t⊸ s✐ ti ❛ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s
❧✐❜r❡s✱ ❡t ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✢è❝❤❡s s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡s −?i s✐♥♦♥✳
◆♦t❡ ✸✳✷✳✼ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ♠❛✐s
❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ t②♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♦❜t❡♥✉✱ ♥♦✉s ♣ré❢ér♦♥s ♥❡ ❞ét❛✐❧❧❡r q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡✳ ◆♦✉s ♥❡ ❢❡r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❜✐❡♥ ❧❡ t②♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ q✉✐ ❡st ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✳
Pré❝✐s♦♥s ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧❡s ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡s ♣♦✉r ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❡t q✉✬✐❧s ♦♥t ♣♦✉r s❡✉❧ ❜✉t ❞✬êtr❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣r❛t✐q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡✳
✸✳✷✳✹ Pr♦♣r✐étés
■❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ♣r♦✉✈❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts ✐♠♣♦rt❛♥ts ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡✳
▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✽ ❙♦✐t t ✉♥ t❡r♠❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❛r❜r❡✳ ❆❧♦rs ❧✬❛r❜r❡ ❡st
✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ✭❛✈❡❝ ❧❡ s❝❤é♠❛✮ ♣♦✉r t✳
Pr❡✉✈❡ ✿ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞✬✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ à ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❡t ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❛tt❡♥t✐♦♥ ❛✉① r❡str✐❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡
❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✢è❝❤❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡ t②♣❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
✕ ❙✐ t = x ❝✬❡st ❝❧❛✐r✳
✕ ❙✐ t = c ❝✬❡st ❝❧❛✐r✳
✹✽
✕ ❙✐ t = λx.t′✱ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ ❛ ✉♥ ❛r❜r❡ ♣♦✉r t′✳ ▲❛ rè❣❧❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✢è❝❤❡
→ ét❛♥t r❡s♣❡❝té❡ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ♣♦✉r t✳
✕ ❙✐ t = λ◦x.t′✱ ✐❞❡♠✳
✕ ❙✐ t = (t1) t2✱ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞❡s ❛r❜r❡s ♣♦✉r t1 ❡t ♣♦✉r t2✳ ◆♦✉s s❛✈♦♥s
❞✬❛♣rès ✉♥ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s t♦✉t ❡♥
❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧❡ ❢❛✐t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ t②♣❛❣❡✳
❙✐ ❧❡s ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥s t❡r♠✐♥❡♥t ❛✈❡❝ s✉❝❝ès✱ ❛❧♦rs ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♠♠✉♥❡s ❞❛♥s t1 ❡t ❞❛♥s
t2 ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡✱ ❡t t1 ❛ ♣♦✉r t②♣❡ T2  τ ❛♣rès s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ❛✈❡❝  ✉♥❡ ✢è❝❤❡
q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❡t T2 ❧❡ t②♣❡ ❞❡ t2 ❛♣rès s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳
❙✐ t2 ❛ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❛❧♦rs ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t  =⊸ ❞✬❛♣rès ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳
❙✐♥♦♥ ❧❛ ✢è❝❤❡  ❡st q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝✬❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ♣❛r ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✢è❝❤❡
s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡✳
■❧ ❡st ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r t②♣❡r t✳ ✷
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✾ ❙♦✐t t ✉♥ t❡r♠❡ t②♣❛❜❧❡✳ ❆❧♦rs ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛♣♣❧✐q✉é à t t❡r♠✐♥❡ ❛✈❡❝
s✉❝❝ès ❡t ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳
Pr❡✉✈❡ ✿ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r t✳
✕ ❙✐ t = x ❝✬❡st ❝❧❛✐r✳
✕ ❙✐ t = c ❝✬❡st ❝❧❛✐r✳
✕ ❙✐ t = λx.t′✱ ❝✬❡st ❝❧❛✐r ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳
✕ ❙✐ t = λ◦x.t′✱ ❝✬❡st ❝❧❛✐r ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✭♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉✬✐❝✐ x ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧✐❜r❡
❞❛♥s t′✮✳
✕ ❙✐ t = (t1) t2 ❛❧♦rs ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ t❡r♠✐♥❡ ❛✈❡❝ s✉❝❝ès ♣♦✉r t1 ❡t t2 ❡t ❞♦♥♥❡
❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛✉① T1 ❡t T2✳ ❊❝r✐✈♦♥s ❧❡s t②♣❡s ❞❡ t1 ❡t t2 ❛✐♥s✐ ✿
[Γ1,Γ
′
1 ; Σ1] ⊢ t1 : τ
[Γ2,Γ
′
2 ; Σ2] ⊢ t2 : α
◆♦✉s ❛✈♦♥s s✉♣♣♦sé q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡ s♦♥t ❞✐st✐♥❝t❡s ♣♦✉r T1 ❡t ♣♦✉r T2✳ ❈♦♠♠❡
t ❡st t②♣❛❜❧❡✱ s♦✐t T ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞❡ t ❡t r❡❣❛r❞♦♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ✿
[Γ,Γa,Γb ; ∆1] ⊢ t1 : a b [Γ,Γa,Γb ; ∆2] ⊢ t2 : a
[Γ,Γa,Γb ; ∆1,∆2] ⊢ (t1) t2 : b
Γ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♠♠✉♥❡s✱ Γa ❡st ❧❡ r❡st❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ✐♥t✉✐t✐♦♥✲
♥✐st❡s ❞❡ t1 ❡t Γb ❡st ❧❡ r❡st❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡s ❞❡ t2✳ ◆♦t♦♥s U1 ❧✬❛r❜r❡
❞♦♥t ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❡st
[Γ,Γa,Γb ; ∆1] ⊢ t1 : a b
❡t U2 ❧✬❛r❜r❡ ❞♦♥t ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❡st
[Γ,Γa,Γb ; ∆2] ⊢ t2 : a
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡ q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s T s♦♥t ❞✐✛é✲
r❡♥t❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ T1 ❡t T2✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ❛r❜r❡s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s♦♥t ♣r✐♥❝✐♣❛✉①✱
✹✾
✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s q✉✐ é❣❛❧✐s❡♥t ❧❡s ❛r❜r❡s ❡t ❞♦♥❝ ❧❡s ❥✉❣❡♠❡♥ts✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé✲
♠❡♥t ✐❧ ❡①✐st❡ S1 ❡t S2 t❡❧❧❡s q✉❡
S1([Γ1,Γ
′
1 ; Σ1] ⊢ t1 : τ) = [Γ,Γa ; ∆1] ⊢ t1 : a b
❡t
S2([Γ2,Γ
′
2 ; Σ2] ⊢ t2 : α) = [Γ,Γb ; ∆2] ⊢ t2 : a
▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡ ét❛♥t ❞✐st✐♥❝t❡s ❞❛♥s T1✱ T2 ❡t T ✱ ♥♦✉s ✈♦②♦♥s q✉❡ S1 ◦ S2 ✉♥✐✜❡
Γ1 ❡t Γ2✱ ❞♦♥❝ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡s ♦♥t ❞❡s t②♣❡s ✉♥✐✜❛❜❧❡s✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡
❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❜♦✉t✐t✱ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ❧✬✉♥✐✜❝❛t❡✉r ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ S✳
■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ R t❡❧❧❡ q✉❡ S1 ◦ S2 = R ◦ S✳
❙♦✐t β ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❡t 1 ❧❛ ✢è❝❤❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❙✐ 1
❡st ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❛❧♦rs ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t  ❧✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❛r t2 ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s
❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❙✐♥♦♥  1 ❡st ✉♥❡ ✢è❝❤❡ s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ( 1 7→ ) ❛ ✉♥ s❡♥s✱ ❡♥ ❞✐s❛♥t q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s
✢è❝❤❡s s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❆✐♥s✐ Sτ ❡t Sα 1 β s♦♥t ✉♥✐✜❛❜❧❡s ❝❛r (β 7→ b) ◦ ( 1 7→ ) ◦R
❡st ✉♥ ✉♥✐✜❝❛t❡✉r✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ♣r❡♥❞r❡ S′ ❧✬✉♥✐✜❝❛t❡✉r ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞❡ Sτ ❡t Sα 1 β✱
❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ t❡r♠✐♥❡ ❛✈❡❝ s✉❝❝ès✳ ■❧ r❡st❡ à ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡
t②♣❛❣❡ ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳ ❈♦♠♠❡ S′ ❡st ❧✬✉♥✐✜❝❛t❡✉r ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
R′ t❡❧❧❡ q✉❡ (β 7→ b) ◦ ( 1 7→ ) ◦R = R′ ◦ S′✳
◆♦t♦♥s
σ = (β 7→ b) ◦ ( 1 7→ ) ◦ S1 ◦ S2
❡t
τ = (β 7→ b) ◦ ( 1 7→ ) ◦R ◦ S
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs T q✉✐ ❡st
T =
σT ′1 σT
′
2
σ([Γ1,Γ
′
1,Γ
′
2 ; Σ1,Σ2] ⊢ (t1) t2 : β)
=
τT ′1 τT
′
2
τ([Γ1,Γ
′
1,Γ
′
2 ; Σ1,Σ2] ⊢ (t1) t2 : β)
=
R′ ◦ S′ ◦ ST ′1 R
′ ◦ S′ ◦ ST ′2
R′ ◦ S′ ◦ S([Γ1,Γ
′
1,Γ
′
2 ; Σ1,Σ2] ⊢ (t1) t2 : β)
❆✐♥s✐ ❧✬❛r❜r❡ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳ ✷
❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✷✳✶✵ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ t❡r♠✐♥❡ t♦✉❥♦✉rs✱ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ✉♥ t❡r♠❡ ♥♦♥ t②♣❛❜❧❡✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❡st s✐❣♥❛❧é❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❝❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✉
♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ t❡r♠✐♥❡ t♦✉❥♦✉rs✱ s♦✐t ♣❛r ❧❡ s✉❝❝ès s✐ ❧❡s t❡r♠❡s s♦♥t ✉♥✐✜❛❜❧❡s✱ s♦✐t ♣❛r ✉♥
♠❡ss❛❣❡ ❞✬❡rr❡✉r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✳
✺✵
✸✳✷✳✺ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ❙◆■P
◆♦tr❡ ❜✉t ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❝❤❛✐♥❡s s❡❝t✐♦♥s ❡st ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❞❡s ❢r❛❣♠❡♥ts ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s
✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r t♦✉t❡s ❧❡s ✢è❝❤❡s s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡s ❡♥ ❞❡s ✢è❝❤❡s ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡s✳
❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡s ✢è❝❤❡s s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡s✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡
❞✬❛✣❝❤❡r ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳
▲❡ ❢❛✐t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❡ r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ✢è❝❤❡s s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡s ❡♥ ✢è❝❤❡s ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡s
♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s
✢è❝❤❡s ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡s ❡♥ ✢è❝❤❡s ❧✐♥é❛✐r❡s t♦✉t ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ✉♥ t②♣❡ ✈❛❧✐❞❡✳ ▲❡s ✢è❝❤❡s
❧✐♥é❛✐r❡s ♣❡✉✈❡♥t ❡❧❧❡s s❡ tr♦✉✈❡r ♣❛rt♦✉t ❞❛♥s ❧❡ t②♣❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❡t ❞♦♥❝ ❛✉❝✉♥ ❝r✐tèr❡
❧❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞♦♥♥é✳
▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❛❧♦rs✳ ❙❡❧♦♥ ❧❡✉r ♣♦❧❛r✐té ❞❛♥s ❧❡ t②♣❡✱ ❧❡s ✢è❝❤❡s
✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡s ♣♦✉rr♦♥s êtr❡ r❡♠♣❧❛❝é❡s ♦✉ ♥♦♥ ♣❛r ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳
❉❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❢r❛❣♠❡♥t ♦ù ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ♣❧❛❝❡r✱ ❧❛ ♠ê♠❡ ♣r♦♣r✐été s✉r ❧❡s ✢è❝❤❡s s❡r❛
♣r♦✉✈é❡ s✉r ❧❡ t②♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❉♦♥♥♦♥s ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❞❛♥s ✉♥❡
❞é✜♥✐t✐♦♥ ✿
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✶ ✭Pr♦♣r✐été ❙◆■P✮ ❙♦✐t T ✉♥ t②♣❡✳
✕ ❙✐ T ✈ér✐✜❡ q✉❡ s❡s ✢è❝❤❡s s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡s s♦♥t ♥é❣❛t✐✈❡s ❡t s❡s ✢è❝❤❡s ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡s
s♦♥t ♣♦s✐t✐✈❡s✱ ♥♦✉s ❞✐s♦♥s q✉❡ T ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❙◆■P✳
✕ ❙✐ T ❡st t❡❧ q✉❡ ❧❡s ✢è❝❤❡s s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡s s♦♥t ♣♦s✐t✐✈❡s ❡t ❧❡s ✢è❝❤❡s ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡s
♥é❣❛t✐✈❡s✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ T ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❙P■◆✳
✕ ❙♦✐t x : τ ⊢ t : θ ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❛❣❡✳ ❙✐ ❧❡s t②♣❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❙P■◆ ❡t s✐ θ ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❙◆■P ❛❧♦rs ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❙◆■P✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✷ ❙♦✐t T1 ❡t T2 ❞❡✉① t②♣❡s✳ ❙✐ T1 ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❙◆■P ✭r❡s♣✳ ❙P■◆✮ ❡t
T2 ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❙P■◆ ✭r❡s♣✳ ❙◆■P✮✱ ♥♦✉s ❞✐r♦♥s q✉❡ T1 ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ♦♣♣♦sé❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡
T2✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✷✳✶✸ ❙✐ T ❛ ✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés ❙◆■P ♦✉ ❙P■◆ ❛❧♦rs T ⊸ α ❛ ❧❛
♣r♦♣r✐été ♦♣♣♦sé❡✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✷✳✶✹ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❙◆■P✱ ❡t q✉❡ ❞❡ ♣❧✉s
❧❡s ✢è❝❤❡s s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡s s♦✐❡♥t t♦✉t❡s ❞✐st✐♥❝t❡s✳ ❆❧♦rs ❧❡s ✢è❝❤❡s −? s♦♥t ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥
♥é❣❛t✐✈❡ ❡t ❧❡s ✢è❝❤❡s → s♦♥t ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ✢è❝❤❡s s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡s
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡♠♣❧❛❝é❡s ♣❛r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ✢è❝❤❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧❡s r❡♠♣❧❛❝❡r ♣❛r ❞❡s
→✳ ❉❛♥s ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ t②♣❡ ♦❜t❡♥✉✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ✢è❝❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥
♥é❣❛t✐✈❡✱ q✉✐ ❛✈❛♥t ét❛✐t ✉♥❡ ✢è❝❤❡ −?✱ ♣❡✉t êtr❡ r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ❧✐♥é❛✐r❡ t♦✉t
❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ✉♥ t②♣❡ ✈❛❧✐❞❡✱ ❣râ❝❡ ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ✢è❝❤❡s s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡s s♦✐❡♥t ❞✐st✐♥❝t❡s✳
❈❡❧❛ ♣❡✉t ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡✱ ♣♦✉r ❧❡s t②♣❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❙◆■P ❛✈❡❝
❞❡s ✢è❝❤❡s s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡s ❞✐st✐♥❝t❡s✱ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ s❛♥s
✢è❝❤❡ s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡✱ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s ✈❛❧✐❞❡s ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t t♦✉t❡
✢è❝❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ♥é❣❛t✐✈❡ ❡♥ ✢è❝❤❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳
◆♦t❡ ✸✳✷✳✶✺ ❚♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❛✉r♦♥t t♦✉❥♦✉rs ✉♥ t②♣❡
❞ét❡r♠✐♥é✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❞❡s ✢è❝❤❡s⊸ ❡t →✳
✺✶
❆✈❛♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s r❡str✐❝t✐♦♥s s✉r ❧❡s t❡r♠❡s ♠♦♥tr♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ❡♥
❢❛✐s♦♥s ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✳
❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✷✳✶✻ ❙♦✐t
t = λgλfλ◦xλu.(g) (f) x (f) λt.(t) u
❙♦♥ t②♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st
(b⊸ b−?1n)→ (((a−?
−
2 e)→
+ e)⊸ b)→ ((a−?+2 e)→
− e)⊸ a→ n
▲❡s s②♠❜♦❧❡s + ❡t − ❡♥ ❡①♣♦s❛♥t s♦♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❝❡ q✉✐ ✈❛ s✉✐✈r❡✳
❈❡ t②♣❡ ♥✬❛ ♣❛s ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❙◆■P ❝❛r ❛✉❝✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥✬❡st r❡♠♣❧✐❡ ✿
✶✳ ■❧ ② ❛ ❞❛♥s ❧❡ t②♣❡ ✉♥❡ ✢è❝❤❡ → q✉✐ ❛ ✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♥é❣❛t✐✈❡ ✭❝❡❧❧❡ q✉✐ ❛ ✉♥
❡①♣♦s❛♥t −✮✳ ▲❛ r❛✐s♦♥ ❡st q✉❡ f ♣r❡♥❞ ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t λt.(t) u ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ t②♣❡
((a−?2e) → e) ❡t ❝♦♠♠❡ x ❛♣♣❛r❛ît ❝♦♠♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ f ✱ x ❞♦✐t ❛✈♦✐r ❧❡ ♠ê♠❡
t②♣❡✳ ❖♥ ✈♦✐t q✉✬❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ((a−?2e)→ e) ❛♣♣❛r❛ît ❞❡✉① ❢♦✐s ❞❛♥s ❧❡ t②♣❡✱ ❛✈❡❝
❞❡✉① ♣♦❧❛r✐tés ❞✐st✐♥❝t❡s✳
✷✳ ❧❛ ✢è❝❤❡ −?2 ❛ ✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✭❝❡❧❧❡ q✉✐ ❛ ✉♥ ❡①♣♦s❛♥t +✮ ♣♦✉r ❧❛ ♠ê♠❡
r❛✐s♦♥✳
• ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ −?2 ♣❛r ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡✳ ▲❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ✢è❝❤❡s
✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ♣♦❧❛r✐tés r❡♥❞ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡ ✭♦✉✱ s✬✐❧
❡♥ ❡①✐st❡ ✉♥✱ ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡ s✐♠♣❧❡✮ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡ t②♣❡ ❡t ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é❝✐❞❡r ❞❡
❝❤❛♥❣❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ✢è❝❤❡s ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡s ♣❛r ❞❡s ✢è❝❤❡s ❧✐♥é❛✐r❡s t♦✉t ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ✉♥
t②♣❡ ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❞❛♥s ❧❡ t②♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ❡st ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡✱ ❡❧❧❡
♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳
• ❈✬❡st ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡ s✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ −?2 ♣❛r ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝❛r ✐❧
② ❛ ❞❡s ✢è❝❤❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ♣♦❧❛r✐tés✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s
t❡r♠❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳
• ❯♥ ❛✉tr❡ ❢❛✐t ✐♠♣♦rt❛♥t ❡st q✉❡ ❧❛ ✢è❝❤❡ −?2 ❛♣♣❛r❛ît ❞❡✉① ❢♦✐s ❞❛♥s ❧❡ t②♣❡✱ ❡t ♥♦♥
✉♥❡ ✉♥✐q✉❡✱ ❞❛♥s ❞❡s ♣♦❧❛r✐tés ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ♣♦✉r ❝♦♥s❡r✈❡r ✉♥ t②♣❡
✈❛❧✐❞❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ♠♦❞✐✜❡r ❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣❛r✐t✐♦♥s ♣❛r ❧❛ ♠ê♠❡ ✢è❝❤❡✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❧❡ ❝r✐tèr❡
é✈❡♥t✉❡❧ ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s
q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❢r❛❣♠❡♥ts ét✉❞✐és✱ ❧❡s ✢è❝❤❡s s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡s ♥✬❛♣♣❛r❛îtr♦♥s q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡
❢♦✐s ❞❛♥s ❧❡ t②♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳
❖♥ ✈♦✐t ❛❧♦rs q✉❡ t ♥✬❡st ♣❛s ❡♥ ❢♦r♠❡ η✲❧♦♥❣✉❡ ❝❛r x ♥✬❛ ♣❛s ❞✬❛r❣✉♠❡♥t ❜✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡ ❛✐t
✉♥ t②♣❡ ✢è❝❤❡ ❡t t ♥✬❡st ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❝❛r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ f ❛♣♣❛r❛ît ❞❡✉① ❢♦✐s✳
✸✳✸ ❚❡r♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s
◆♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ r❡str❡✐♥t ❞❡s t❡r♠❡s✳ ❯♥ t❡r♠❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❧✐♥é❛✐r❡ s✐
❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦✐s✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ✐❧ ❡st ♦❜t❡♥✉
❡♥ ❞ér✐✈❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ✿
✺✷
[ ; ] ⊢ c : τ(c) [ ; x : γ] ⊢ x : γ [x : γ ; ] ⊢ x : γ
[Γ ; ∆, x : α] ⊢ t : β
[Γ ; ∆] ⊢ λ◦x.t : α⊸ β
[Γ, x : α ; ∆] ⊢ t : β
[Γ ; ∆] ⊢ λx.t : α→ β
[Γ1 ; ∆1] ⊢ t : α⊸ β [Γ2 ; ∆2] ⊢ u : α
(∗)
[Γ1,Γ2 ; ∆1,∆2] ⊢ (t) u : β
[Γ1 ; ∆] ⊢ t : α→ β [Γ2 ; ] ⊢ u : α
(∗)
[Γ1,Γ2 ; ∆] ⊢ (t) u : β
(∗) Dom(∆1) ∩Dom(∆2) = ∅ ❡t Dom(Γ1) ∩Dom(Γ2) = ∅
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉✬✉♥ t❡r♠❡ t②♣❛❜❧❡ ❞❛♥s ❝❡ s②stè♠❡ ❡st t②♣❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✳
▲❡ s②stè♠❡ ❞♦♥♥é ✐❝✐ ♥✬❡st q✉✬✉♥❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❢♦r❝❡r ♣❛r ❞❡s rè❣❧❡s ❧❡ t②♣❛❣❡
❞❡ t❡r♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❡st ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs r❡♥❞✉ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❞❡✈✐❡♥t ✐♥✉t✐❧❡ ❞✬✉♥✐✜❡r
❧❡ t②♣❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ❢❛✐t q✉✬❛✉❝✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥✬❡st ❝♦♠♠✉♥❡ à ❞❡✉① t❡r♠❡s✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞❡♠❛♥❞❡r ❛✉① ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❙◆■P✳ ❈✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ t♦✉t❡s
❧❡s ✢è❝❤❡s ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡s s♦♥t ♣♦s✐t✐✈❡s✱ ❡t t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s ✢è❝❤❡s s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡s ✭✐❧ ♥✬② ❛
♣❛s ❞❡ ✢è❝❤❡s s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡s✮✳ ❙✐ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐❧ ❡st ❡♥ ❡✛❡t é✈✐❞❡♥t
q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉r ❧❡s ✢è❝❤❡s ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❝♦♥s❡r✈é❡ ❝❛r ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ♣♦✉r t
✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞♦♥t ❧❡ t②♣❡ ❛ ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ♥é❣❛t✐✈❡✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ♣r♦✉✈❡r q✉✬✉♥ t❡r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛ ❜✐❡♥ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❙◆■P✳ ◆♦✉s ♣r♦✉✈❡r♦♥s
❡♥ ❢❛✐t ✉♥ rés✉❧t❛t ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❢♦rt✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈ér✐✜❡ très ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❧✐♥é❛✐r❡
st❛♥❞❛r❞✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥ ❧❡♠♠❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ❛✉① t❡r♠❡s ❛✈❡❝ ❝♦♥st❛♥t❡s✳
▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳✶ ❙♦✐t C ✉♥ t②♣❡ ❝♦♥st❛♥t ✭s❛♥s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡s✮✳ ❙♦✐t T ✉♥ t②♣❡ ✉♥✐✜❛❜❧❡
❛✈❡❝ C✱ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ α q✉✐ ❡st ✉♥✐q✉❡ ❞❛♥s T ✳
✕ ❙✐ α ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ✭r❡s♣✳ ♥é❣❛t✐✈❡✮ ❞❛♥s T ❡t C ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❙◆■P ❛❧♦rs ❧❛ s✉❜✲
st✐t✉t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❡♥ ✉♥ t②♣❡ ❝♦♥st❛♥t
✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❙◆■P ✭r❡s♣✳ ❙P■◆✮✳
✕ ❙✐ α ❡st ♥é❣❛t✐✈❡ ✭r❡s♣✳ ♣♦s✐t✐✈❡✮ ❞❛♥s T ❡t C ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❙P■◆ ❛❧♦rs ❧❛ s✉❜st✐✲
t✉t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ tr❛♥s❢♦r♠❡ α ❡♥ ✉♥ t②♣❡ ❝♦♥st❛♥t ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❙◆■P ✭r❡s♣✳ ❙P■◆✮✳
Pr❡✉✈❡ ✿ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ C✳ ◆♦t♦♥s α ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡✳
✕ T❂α ✿ ❝✬❡st ❝❧❛✐r ✭α ❡st ❧❡ s❡✉❧ ❛t♦♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡st ✉♥✐q✉❡ ❞❛♥s T ✮✳
✕ T = T1 → T2 ❛✈❡❝ α ❞❛♥s T1 ✿ ❝♦♠♠❡ T ❡t C s♦♥t ✉♥✐✜❛❜❧❡s ❡t C ❡st ❝♦♥st❛♥t✱
C = C1 → C2✳ ▲✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✉♥✐✜❡r T1 ❛✈❡❝ C1✳ ▲❡ t②♣❡ C1 ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❝♦♥tr❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ C✳ ❉❡ ♣❧✉s α ❛ ❧❛ ♣♦❧❛r✐té ❝♦♥tr❛✐r❡ ❞❛♥s T1 à ❝❡❧❧❡ ❞❛♥s T ✳ ❈❡tt❡
✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ S1 q✉✐ tr❛♥s❢♦r♠❡ α ❡♥ ✉♥ t②♣❡ A ❝♦♥st❛♥t ✈ér✐✜❛♥t
❧❛ ♣r♦♣r✐été ♣ré✈✉❡ ❞❛♥s ❧✬é♥♦♥❝é ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❛✈❡❝ C1 ❡t T1✳ ❊♥s✉✐t❡ ♦♥ ✉♥✐✜❡ S1T2 ❡t
✺✸
S1C2 = C2✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ S2✳ ❆❧♦rs ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ q✉✐ ✉♥✐✜❡ T ❡t C
❡st S = S2 ◦S1 ❡t ❛✐♥s✐ S(α)❂A✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧ ❢❛✉t ✐♥✈❡rs❡r ❧❛ ♣♦❧❛r✐té ❞❡ α ❡t ❧❛ ♣r♦♣r✐été
✈ér✐✜é❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❡st ✈ér✐✜é❡✳
✕ T = T1 → T2 ❛✈❡❝ α ❞❛♥s T2 ✿ ❝♦♠♠❡ T ❡t C s♦♥t ✉♥✐✜❛❜❧❡s ❡t C ❡st ❝♦♥st❛♥t✱ C =
C1 → C2✳ ▲✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✉♥✐✜❡r T1 ❛✈❡❝ C1✱ q✉✐ ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♣r♦♣r✐été✳
❈❡tt❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ S1✳ ❊♥s✉✐t❡ ♦♥ ✉♥✐✜❡ S1T2 ❡t S1C2 = C2✱ ❝❡
q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ S2✳ ❉❛♥s S1T2 ❧❡ t②♣❡ α ❛♣♣❛r❛ît ❡t ❛ ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦❧❛r✐té q✉❡
❞❛♥s T2✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❡ t②♣❡ C2 ❛ ❧❛ ♠ê♠❡ ♣r♦♣r✐été q✉❡ C✳ S2 tr❛♥s❢♦r♠❡ ❛❧♦rs α ❡♥ ✉♥
t②♣❡ ❝♦♥st❛♥t A q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ♣ré✈✉❡ ❞❛♥s ❧✬é♥♦♥❝é ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❛✈❡❝ C2 ❡t S1T2✳
❆❧♦rs ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ q✉✐ ✉♥✐✜❡ T ❡t C ❡st S = S2 ◦ S1 ❡t ❛✐♥s✐ S(α)❂A✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥
❣❛r❞❡ ❧❛ ♣♦❧❛r✐té ❞❡ α ❡t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✈ér✐✜é❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❡st ✈ér✐✜é❡✳
✷
■♥tér❡ss♦♥s ♥♦✉s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉ ❝❛s ❞❡s t❡r♠❡s q✉✐ s♦♥t β✲ré❞✉✐ts ✭♥♦r♠❛✉①✮✳
▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳✷ ❙♦✐t t ✉♥ t❡r♠❡ ♥♦r♠❛❧✱ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t t②♣❛❜❧❡✳ ❆❧♦rs s♦♥ t②♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✈ér✐✜❡
❧❡s ♣♦✐♥ts s✉✐✈❛♥ts ✿
✕ ❈❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît ♥✬❛♣♣❛r❛ît q✉❡ ❞❡✉① ❢♦✐s✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♣♦✲
s✐t✐✈❡ ❡t ✉♥❡ ♥é❣❛t✐✈❡ ❀
✕ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ❙◆■P ❡st ✈ér✐✜é❡ ❀
✕ ▲❡s ✢è❝❤❡s s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡s q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t s♦♥t ✉♥✐q✉❡s ✭❡❧❧❡s s♦♥t t♦✉t❡s ❞✐st✐♥❝t❡s✮✳
Pr❡✉✈❡ ✿ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ t❡r♠❡✳ ❈♦♠♠❡ t ❡st ♥♦r♠❛❧✱ ✐❧ ♥✬② ❛ q✉❡
q✉❛tr❡ ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡s s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ t ✿
✕ t = λx.t′ ✿ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❧❡ t②♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ t′ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés✳ ❖r ❧❡ t②♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧
❞❡ t ❡st ❧❡ ♠ê♠❡✱ ❤♦r♠✐s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ x ❡st ♣❧❛❝é à ❞r♦✐t❡ ❞✉ séq✉❡♥t✱ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥
♥é❣❛t✐✈❡✳ ❖♥ ❛❥♦✉t❡ ✉♥❡ ✢è❝❤❡ → ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❉♦♥❝ t♦✉t ❡st ❝♦♥s❡r✈é✳
✕ t = λ◦x.t′ ✿ ✐❞❡♠ ❛✉ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❛✈❡❝ ✐❝✐ ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥❡ ✢è❝❤❡⊸✳
✕ t = (x) t1 . . . tn ✭♦ù n ≥ 0✮ ✿ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❧❡s ti ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés✳ ◆♦t♦♥s
❧❡✉r t②♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ [Γi ; ∆i] ⊢ ti : τi✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ♥✬❛♣♣❛r❛ît q✉✬✉♥❡ ❢♦✐s ❞❛♥s t ❡t
❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡s ti s♦♥t ❞✐s❥♦✐♥t❡s✳ ❙❡❧♦♥ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❞❡ t②♣❡ α✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❡st ❞❡ t②♣❡ τ := τ1  1 . . . τn  n α ♦ù  i ❡st ⊸ s✐ ti ❛ ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❧✐❜r❡s ❡t ❡st ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✢è❝❤❡ s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡ s✐♥♦♥✳ ▲❡ t②♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧
❞❡ t ❡st ❛❧♦rs [{Γi}i, x = τ ; {∆i}i] ⊢ t : α s✐ x ❡st ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ♦✉ [{Γi}i ; {∆i}, x =
τ ] ⊢ t : α s✐♥♦♥✳ ❆②❛♥t r❡♠❛rq✉é q✉❡ ❧❡s τi s♦♥t ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ♥é❣❛t✐✈❡ ❞❛♥s ❧❡ t②♣❡
❞❡ x ❡t q✉❡ r✐❡♥ ♥✬❛ ❞✐s♣❛r✉ ♦♥ ✈ér✐✜❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ✿
❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡ ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t q✉❡ ❞❡✉① ❢♦✐s✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♥é❣❛t✐✈❡ ❡t ✉♥❡
♣♦s✐t✐✈❡✱ ❧❛ s❡✉❧❡ ❛❥♦✉té❡ ét❛♥t α✳ ▲❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s ✢è❝❤❡s s♦♥t ❝♦♥s❡r✈é❡s✱ ❝❛r s❡✉❧❡s
❞❡s ✢è❝❤❡s s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡s ❡t ❧✐♥é❛✐r❡s ♦♥t été ❛❥♦✉té❡s ❡t ❝❡ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ♥é❣❛t✐✈❡✳ ❊♥✜♥✱
❧❡s ✢è❝❤❡s s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡s s♦♥t ✉♥✐q✉❡s✱ ❝❛r ❧❡s s❡✉❧❡s q✉✐ ♦♥t été ❛❥♦✉té❡s s♦♥t ♥♦✉✈❡❧❧❡s✳
✕ t = (c) t1 . . . tn ✭♦ù n ≥ 0✮ ✿ ♥♦t♦♥s C1  a1 . . . Cn  an C ❧❡ t②♣❡ ❞❡ c✳ ▲❡s ✢è❝❤❡s ai
s♦♥t s♦✐t⊸ s♦✐t →✱ ❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡s✳ ◆♦t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t Ti ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ti
♣♦✉r t♦✉t i✳ ❖♥ ✉♥✐✜❡ ❛❧♦rs ✉♥ t②♣❡ ✜①❡✱ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ c✱ ❡t ✉♥ t②♣❡ T à ❧✬✐♠❛❣❡
❞✉ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ T1  1 . . . Tn  n α ♦ù ❝❤❛q✉❡  i ❡st s♦✐t s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡
s♦✐t ❧✐♥é❛✐r❡ s❡❧♦♥ ti ❡t α ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡✳ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ C ✈ér✐✜❡
✺✹
❧❛ ♣r♦♣r✐été ❙◆■P ❛❧♦rs q✉❡ T ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❙P■◆✳
❆♣rès ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ t ❡st C✱ ❞♦♥❝ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡ ♥✐ ❞❡ ✢è❝❤❡s
s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡s ❡t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❙◆■P ❡st ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r t✳ ■❧ r❡st❡ à r❡❣❛r❞❡r ❧❡ t②♣❡ ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❛♣rès s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❧❡✉r t②♣❡ ❛✈❛♥t
❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ❞❡s t❡r♠❡s ti✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡ ❡t
✢è❝❤❡s s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡s ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t q✉❡ ❞❛♥s ❞❡s t②♣❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s
♠♦❞✐✜é❡s ♣❛r ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♣❛s
❞❛♥s ❧❡ t②♣❡ T ✳ ❯♥❡ ✢è❝❤❡ s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡ t②♣❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ti ♥❡ s❡
tr♦✉✈❡ ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ t②♣❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ❡st ✉♥✐q✉❡✳
▲❛ s❡✉❧❡ ❝❤♦s❡ q✉✐ ✐♠♣♦rt❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ s❛✈♦✐r ❡♥ q✉♦✐ s♦♥t tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡
t②♣❡ q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧❡ t②♣❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ti ❡t ❞❛♥s ❧❡ t②♣❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡✳
❈✬❡st à ❞✐r❡ ❡♥ q✉♦✐ s♦♥t tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡ q✉✐ ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t q✉✬✉♥❡
❢♦✐s ❞❛♥s ❧❡ t②♣❡ T = T1  1 . . . Tn  n α✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✳✶ ♥♦✉s ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
s♦♥t tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❡♥ ❞❡s t②♣❡s ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été
✕ ❙◆■P s✐ ❡❧❧❡s s♦♥t ♣♦s✐t✐✈❡s ❀
✕ ❙P■◆ s✐ ❡❧❧❡s s♦♥t ♥é❣❛t✐✈❡s✳
❈♦♠♠❡ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ♣♦❧❛r✐té
♦♣♣♦sé❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❛♥s T ✱ ♠❛✐s ❝♦♠♠❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❙P■◆✱ ❧❛
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉① t②♣❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞♦♥♥❡ ❜✐❡♥ ❞❡s t②♣❡s ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❙P■◆✳ ✷
◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❢❛✐r❡ ❡♥ s♦rt❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ ♠ê♠❡ ♣r♦♣r✐été ♣♦✉r ❧❡s
t❡r♠❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❧❡♠♠❡s✳
▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳✸ ❙♦✐t A ❡t B ❞❡✉① t②♣❡s ✉♥✐✜❛❜❧❡s✳ ❙♦✐t S ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❙▲ ✭♥❡ tr❛♥s❢♦r✲
♠❛♥t q✉❡ ❞❡s ✢è❝❤❡s s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡s ❡♥ ⊸✮✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s SA ❡t SB ✉♥✐✜❛❜❧❡s ❛✉ss✐✳
❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ S′ ❙▲ t❡❧❧❡ q✉❡
❯✭SA✱SB✮◦S ❂S′◦ ❯✭A✱B✮✳
Pr❡✉✈❡ ✿ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞✬ét❛♣❡s ❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ A ❡t B ❡t ❞❡
SA ❡t SB✳ ▲❡s ❞❡✉① t②♣❡s A ❡t B ét❛♥t ✉♥✐✜❛❜❧❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ SA ❡t SB✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡s
❝❛s s✉✐✈❛♥ts ✿
✕ A = B = c ✭t②♣❡ ❛t♦♠✐q✉❡ ❝♦♥st❛♥t✮ ✿ S′❂S ❝♦♥✈✐❡♥t✳
✕ A = a ✿ ❯✭Sa✱SB✮❂a 7→ SB ❝❛r a ❡st ❧❛✐ssé ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r S✳ ▲❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ S′ = S
❝♦♥✈✐❡♥t✳
✕ B = b ✿ ✐❞❡♠✳
✕ A = A1 ⊸ A2 ❡t B = B1 ⊸ B2 ✿ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s♦✐t S′1 ❙▲ t❡❧❧❡ q✉❡ ❯✭SA1✱SB1✮◦S
❂S′1◦ ❯✭A1✱B1✮✳ ◆♦t♦♥s T
′
1❂❯✭SA1✱SB1✮ ❡t T1❂❯✭A1✱B1✮✳ ❆❧♦rs T
′
1 ◦ S = S
′
1 ◦ T1✳
❊♥s✉✐t❡✱ ❯✭SA✱SB✮❂T ′2 ◦ T
′
1 ♦ù T
′
2❂❯✭T
′
1SA2✱T
′
1SB2✮❂❯✭S
′
1T1A2✱S
′
2T1B2✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❢♦✐s ❧✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ T ′2 ◦S
′
1❂S
′
2◦❯✭T1A2✱T1B2✮✳ ❖r ❯✭A✱B✮❂T2 ◦T1
♦ù T2❂❯✭T1A2✱T1B2✮✳ ❖♥ ❡♥ ❝♦♥❝❧✉t ❛❧♦rs ❧✬é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❯✭SA✱SB✮◦S❂T ′2 ◦ T
′
1 ◦ S❂T
′
2 ◦ S
′
1 ◦ T1❂S
′
2 ◦ T2 ◦ T1❂S
′
2◦ ❯✭A✱B✮✳
✕ A = A1 → A2 ❡t B = B1 → B2 ✿ ✐❞❡♠✳
✕ A = A1−?1A2 ❡t B = B1 ⊸ B2 ✿ ♥♦t♦♥s S1 ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ q✉✐ tr❛♥s❢♦r♠❡ −?1 ❡♥ ⊸✳
❚r❛✐t♦♥s ❧❡s ❝❛s ✿
✺✺
✶✳ S(−?1) =⊸ ✿ ❯✭SA✱SB✮◦S❂❯✭SS1A✱SS1B✮◦S ◦ S1❂S′❯✭S1A✱S1B✮◦S1 ♣❛r ✐♥✲
❞✉❝t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ S1A ❡t S2A s♦♥t ✉♥✐✜és ❡♥ ♠♦✐♥s ❞✬ét❛♣❡s q✉❡ A ❡t B✳ ▲❛
♣r❡♠✐èr❡ é❣❛❧✐té ❡st é✈✐❞❡♥t❡ ♣❛r❝❡ q✉❡ S ❝♦♥t✐❡♥t S1✳ ❖r ♥♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t
❯✭A✱B✮❂❯✭S1A✱S1B✮◦S1✳ ❉✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t✱
✷✳ S(−?1) = −?1 ✿ ❯✭SA✱SB✮◦S❂❯✭S1SA✱S1SB✮◦S1 ◦ S❂S′❯✭A✱B✮ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ é❣❛❧✐té ❡st ✐❝✐ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✳
✕ A = A1−?1A2 ❡t B = B1 → B2✳ ◆é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t S(−?1) 6=⊸✱ ❝❛r SA ❡t SB s♦♥t
✉♥✐✜❛❜❧❡s✳ ❉♦♥❝ S(−?1) = −?1✳ ▲❡ ❝❛s s❡ rè❣❧❡ ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳
✕ A = A1−?1A2 ❡t B = B1−?2B2 ✿ tr♦✐s ❝❛s ✭❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡s ❝❛s s②♠étr✐q✉❡s✮
✶✳ S ❡st ❧✬✐❞❡♥t✐té s✉r ❧❡s ❞❡✉① ✢è❝❤❡s ✿ ♥♦t♦♥s S1 ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ q✉✐ tr❛♥s❢♦r♠❡ −?1 ❡t
−?2 ❡♥⊸✳ ❆❧♦rs ❯✭SA✱SB✮◦S❂❯✭S1SA✱S1SB✮◦S1 ◦S❂S′❯✭A✱B✮ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳
✷✳ S ♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❡ q✉❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ✢è❝❤❡s✱ −?1 ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ❆❧♦rs ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st
❯✭SA✱SB✮❂❯✭S2SA✱S2SB✮◦S2 ♦ù S2 tr❛♥s❢♦r♠❡ −?2 ❡♥ ⊸✳ ❉♦♥❝ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❧✬é❣❛❧✐té ❯✭SA✱SB✮◦S❂❯✭S2SA✱S2SB✮◦S2 ◦ S✱ ♣✉✐s ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
❧❡ rés✉❧t❛t ❯✭SA✱SB✮❂S′❯✭A✱B✮✳
✸✳ S tr❛♥s❢♦r♠❡ ❧❡s ❞❡✉① ✢è❝❤❡s✳ ◆♦t♦♥s S1 ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ q✉✐ tr❛♥s❢♦r♠❡ −?1 ❡♥ −?2✳
❆❧♦rs ❯✭SA✱SB✮◦S❂❯✭SS1A✱SS1B✮◦S◦S1❂S′❯✭S1A✱S1B✮◦S1 ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳ ▲❛
♣r❡♠✐èr❡ é❣❛❧✐té ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ S❂SS1✳ ❖r ❯✭A✱B✮❂❯✭S1A✱S1B✮◦S1✳ ❉✬♦ù ❧❡
rés✉❧t❛t✳
✕ ▲❡s ❛✉tr❡s ❝❛s s②♠étr✐q✉❡s✱ ♦ù B = B1 ⊸ B2 ❡t A ❛ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ✢è❝❤❡ ✿ ✐❞❡♠ ❛✉① ❝❛s
♣ré❝é❞❡♥ts✳ ✷
▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳✹ ❙♦✐t u1✱ u2 ❡t v tr♦✐s t❡r♠❡s t②♣❛❜❧❡s✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬❛✉❝✉♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❧✐❜r❡s ❞❡ u1 ❡t ❞❡ u2 ♥✬❡st ❞❛♥s v✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ S ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❙▲ t❡❧❧❡
q✉❡ ❚P(u1)❂❙ ❚P(u2)✳ ❖♥ ❛ ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ❙✐ (u1)v ❡t (u2)v s♦♥t t②♣❛❜❧❡s ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ S′ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❙▲ t❡❧❧❡ q✉❡
❚P((u1)v)❂S′ ❚P((u2)v) ❀
✕ ❙✐ (v)u1 ❡t (v)u2 s♦♥t t②♣❛❜❧❡s ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ S′ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❙▲ t❡❧❧❡ q✉❡
❚P((v)u1)❂S′ ❚P((v)u2)✳
Pr❡✉✈❡ ✿
✕ ●râ❝❡ à ❧✬❤②♣♦t❤ès❡✱ ❞é✜♥✐ss♦♥s A t❡❧ q✉❡ ❚P✭u1✮❂S ❚P✭u2✮❂S A✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ui ♥✬♦♥t
♣❛s ❧❡s ♠ê♠❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s q✉❡ v✱ ♣♦✉r t②♣❡r (u1)v ✭r❡s♣✳ (u2)v✮✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬✉♥✐✜❡r
S ❚P✭u2✮ ❛✈❡❝ ❚P✭v✮ 1 α ✭r❡s♣✳ ❚P✭u2✮ ❛✈❡❝ ❚P✭v✮ 1 α✮✱ ♦ù α ❡st ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❡t 1 ❡st s♦✐t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✢è❝❤❡ s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡ s✐ v ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❧✐❜r❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ s♦✐t ⊸✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ S
❧❛✐ss❡ B ✿❂❚P✭v✮ 1 α ✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ❉♦♥❝ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ❧❡s ✉♥✐✜❝❛t❡✉rs ❞❡ SA ❡t SB
♣✉✐s ❞❡ A ❡t B✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸ ♥♦✉s ❛✣r♠❡ q✉❡ ❯✭SA✱SB✮◦S❂S′◦ ❯✭A✱B✮✱ ♦ù S′ ❡st
✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❙▲✳ ❆❧♦rs ❧❡ t②♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ (u1)v ❡st S′ ❚P✭(u2)v✮✳
✕ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❛♥❛❧♦❣✉❡✳ ✷
▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳✺ ❙♦✐t w1✱ w2 ❡t v ❞❡s t❡r♠❡s✳
✶✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ t = (λx.(w1)w2)v ❡st t②♣❛❜❧❡ ❡t q✉❡ x ♥✬❛♣♣❛r❛ît q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s
❞❛♥s (w1)w2✳
✺✻
✭❛✮ ❙✐ x ❡st ❞❛♥s w1 ❛❧♦rs ❚P(t)❂❚P(((λx.w1)v)w2)✳
✭❜✮ ❙✐ x ❡st ❞❛♥s w2 ❛❧♦rs ❚P(t)❂❚P((w1) (λx.w2)v)✳
✷✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ t = (λ◦x.(w1)w2)v ❡st t②♣❛❜❧❡ ❡t q✉❡ x ♥✬❛♣♣❛r❛ît q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s
❞❛♥s (w1)w2✳
✭❛✮ ❙✐ x ❡st ❞❛♥s w1 ❛❧♦rs ❚P(t)❂❚P(((λ◦x.w1)v)w2)✳
✭❜✮ ❙✐ x ❡st ❞❛♥s w2 ❛❧♦rs ❚P(t)❂S ❚P((w1) (λ◦x.w2)v) ♦ù S ❡st ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
❙▲✳
Pr❡✉✈❡ ✿ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r♦✉✈❡r ❝❡ ❧❡♠♠❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✳✻✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❛✐sé♠❡♥t
❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❞❡✉① t❡r♠❡s ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳
✶✳ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❡st ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ✐❝✐✳
✭❛✮ ❘❡❣❛r❞♦♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❛r❜r❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ✭❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦♠✐s ❧❡s ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s s✉♣❡r✢✉❡s✮ ✿
[x : α ; ] ⊢ w1 : β  1 γ [ ; ] ⊢ w2 : β
[x : α ; ] ⊢ (w1)w2 : γ
[ ; ] ⊢ λx.(w1)w2 : α→ γ [ ; ] ⊢ v : α
[ ; ] ⊢ (λx.(w1)w2)v : γ
❡t ✉♥ s❡❝♦♥❞ ✿
[x : α ; ] ⊢ w1 : β  1 γ
[ ; ] ⊢ λx.w1 : α→ β  1 γ [ ; ] ⊢ v : α
[ ; ] ⊢ (λx.w1)v : β  1 γ [ ; ] ⊢ w2 : β
[ ; ] ⊢ ((λx.w1)v)w2 : γ
❖♥ ✈♦✐t q✉❡ q✉❛♥❞ ♦♥ ❛ t②♣é ✉♥ ❞❡s ❞❡✉① t❡r♠❡s ❛❧♦rs ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❡st t②♣❛❜❧❡
❞✉ ♠ê♠❡ t②♣❡✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ✐❝✐ q✉❡  1 ♣❡✉t êtr❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ✢è❝❤❡✱
♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❧♦rs ❞❡ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ✢è❝❤❡
s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✳ ❉♦♥❝ ✐❧s ♦♥t ♠ê♠❡ t②♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ ❝✬❡st à
❞✐r❡ ❚P✭t✮❂❚P✭((λx.w1)v)w2✮✳
✭❜✮ ❘❡❣❛r❞♦♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞❡ t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✿
[ ; ] ⊢ w1 : β  1 γ [x : α ; ] ⊢ w2 : β
[x : α ; ] ⊢ (w1)w2 : γ
[ ; ] ⊢ λx.(w1)w2 : α→ γ [ ; ] ⊢ v : α
[ ; ] ⊢ (λx.(w1)w2)v : γ
❘❡❣❛r❞♦♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞❡ (w1) (λx.w2)v ✿
✺✼
[ ; ] ⊢ w1 : β  1 γ
[x : α ; ] ⊢ w2 : β
[ ; ] ⊢ λx.w2 : α→ β [ ; ] ⊢ v : α
[ ; ] ⊢ (λx.w2)v : β
[ ; ] ⊢ (w1)(λx.w2)v : γ
❈♦♠♠❡ v ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❧✐❜r❡s ✭à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ →
❛✈❡❝ v✮✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ q✉❛♥❞ ♦♥ ❛ t②♣é ✉♥ ❞❡s ❞❡✉① t❡r♠❡s ❛❧♦rs ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❡st
t②♣❛❜❧❡ ❞✉ ♠ê♠❡ t②♣❡✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ✐❝✐ q✉❡  1 ♣❡✉t êtr❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡
✢è❝❤❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❧♦rs ❞❡ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥
❞❡ ❝❡tt❡ ✢è❝❤❡ s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s✳ ❉♦♥❝ ✐❧s ♦♥t ♠ê♠❡ t②♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡
❚P(t)❂❚P(((λx.w1)v)w2)✳
✷✳ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ✐❝✐✳
✭❛✮ ❘❡❣❛r❞♦♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞❡ t ✿
[ ; x : α] ⊢ w1 : β  1 γ [ ; ] ⊢ w2 : β
[ ; x : α] ⊢ (w1)w2 : β
[ ; ] ⊢ λ◦x.(w1)w2 : α⊸ γ [ ; ] ⊢ v : α
[ ; ] ⊢ (λ◦x.(w1)w2)v : γ
❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ((λ◦x.w1)v)w2 ✿
[ ; x : α] ⊢ w1 : β  1 γ
[ ; ] ⊢ λ◦x.w1 : α⊸ β  1 γ [ ; ] ⊢ v : α
[ ; ] ⊢ (λ◦x.w1)v : β  1 γ [ ; ] ⊢ w2 : β
[ ; ] ⊢ ((λ◦x.w1)v)w2 : γ
❖♥ ✈♦✐t q✉❡ q✉❛♥❞ ♦♥ ❛ t②♣é ✉♥ ❞❡s ❞❡✉① t❡r♠❡s ❛❧♦rs ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❡st t②♣❛❜❧❡ ❞✉
♠ê♠❡ t②♣❡✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ✐❝✐ q✉❡ 1 ♣❡✉t êtr❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ✢è❝❤❡✱ ♣✉✐sq✉❡
❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❧♦rs ❞❡ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ✢è❝❤❡ s♦♥t ❧❡s
♠ê♠❡s✳
❉♦♥❝ ✐❧s ♦♥t ♠ê♠❡ t②♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❚P✭t✮❂❚P✭((λ◦x.w1)v)w2✮✳
✭❜✮ ❘❡❣❛r❞♦♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞❡ t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✿
[ ; ] ⊢ w1 : β⊸ γ [ ; x : α] ⊢ w2 : β
[ ; x : α] ⊢ (w1)w2 : γ
[ ; ] ⊢ λ◦x.(w1)w2 : α⊸ γ [ ; v] ⊢ α :
[ ; ] ⊢ (λ◦x.(w1)w2)v : γ
❘❡❣❛r❞♦♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞❡ (w1) (λ◦x.w2)v ✿
✺✽
[ ; ] ⊢ w1 : β  1 γ
[ ; x : α] ⊢ w2 : β
[ ; ] ⊢ λ◦x.w2 : α⊸ β [ ; ] ⊢ v : α
[ ; ] ⊢ (λ◦x.w2)v : β
[ ; ] ⊢ (w1)(λ
◦x.w2)v : γ
◆♦✉s ✈♦②♦♥s ✐❝✐ ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡✱ ❝✬❡st q✉❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ w1 ♣❡✉t êtr❡ ❞✐✛ér❡♥t ❝❛r
❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ♦♥ ❛ 1 ❡t ❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡ ❝❛s ♦♥ ❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t⊸✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧♦rs ❞❡
❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ✢è❝❤❡✱ ✐❧ ♣❡✉t ② ❛✈♦✐r ♠♦✐♥s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❧✐❜r❡s
✭x ❡st ❧✐❜r❡ ♦✉ ♥♦♥ s❡❧♦♥ ❧❡ t❡r♠❡✮ ❞❛♥s ❧✬❛r❣✉♠❡♥t✳ ❉♦♥❝ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s
❝♦♥❝❧✉r❡ à ✉♥❡ é❣❛❧✐té ❞❡s t②♣❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉①✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t
✕ s✐ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❛r❜r❡ ❡st ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣♦✉r (λ◦x.(w1)w2)v✱ ♦♥
✈♦✐t q✉❡ (w1)(λ◦x.w2)v ❡st t②♣❛❜❧❡ ❞✉ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❝❛r ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞❡
❝❡❧✉✐✲❝✐ r❡st❡ ✈❛❧✐❞❡ s✐ ❧✬♦♥ tr❛♥s❢♦r♠❡  1 ❡♥ ⊸✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ✐❧ ❡①✐st❡
S1 t❡❧❧❡ q✉❡ S1❚P✭(w1)(λ◦x.w2)v✮❂❚P✭(λ◦x.(w1)w2)v✮✱ ❛✈❡❝ S1 q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❙▲✳
✕ ❙✐ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❛r❜r❡ ❡st ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣♦✉r (w1)(λ◦x.w2)v✱
✈♦②♦♥s ❧❡s ❝❛s s❡❧♦♥  1 ✿
✕  1=⊸ ✿ ❧❡ t❡r♠❡ (λ◦x.(w1)w2)v ❡st ❛❧♦rs t②♣❛❜❧❡ ❞✉ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❡t ✐❧
❡①✐st❡ S2 t❡❧❧❡ q✉❡ ❚P✭(w1)(λ◦x.w2)v✮❂S2❚P✭(λ◦x.(w1)w2)v✮ ❡t ❧❡s ❞❡✉①
t②♣❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① s♦♥t é❣❛✉① ❡t ♦♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té ♣♦✉r S✳
✕  1=→ ✿ ❝✬❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❡st t②♣❛❜❧❡
❛✈❡❝ ✉♥❡ ✢è❝❤❡⊸ ♣♦✉r w1✱ ❞♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ q✉✐ tr❛♥s❢♦r♠❡
❧❛ ✢è❝❤❡ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ w1 ❡♥ ⊸ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳ ❖r ♦♥ ♥❡
♣❡✉t ♣❛s tr❛♥s❢♦r♠❡r ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❡♥ ✢è❝❤❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳
✕  1= −?1 ✉♥❡ ✢è❝❤❡ s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡✳ ◆♦t♦♥s ❛❧♦rs S ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ q✉✐
tr❛♥s❢♦r♠❡ −?1 ❡♥⊸✳
❙✐ −?1 ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s ❛✉ t②♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r S à
❧✬❛r❜r❡ ❡t ❝♦♠♠❡ S ❧❛✐ss❡ ❧❡ t②♣❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ S2 t❡❧❧❡ q✉❡
❚P✭(w1)(λ◦x.w2)v✮❂S2❚P✭(λ◦x.(w1)w2)v✮✳
▲❡s ❞❡✉① t❡r♠❡s ♦♥t ❛❧♦rs ♠ê♠❡ t②♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡t ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣r❡♥❞r❡
❧✬✐❞❡♥t✐té ♣♦✉r S✳
❙✐♥♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ S2 t❡❧❧❡ q✉❡ S❚P✭(w1)(λ◦x.w2)v✮❂S2❚P✭(λ◦x.(w1)w2)v✮✳
❉❡ ♣❧✉s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ S1 ✈✉❡ ♣❧✉s ❤❛✉t ❝♦♥t✐❡♥t S ❞❛♥s
❝❡ ❝❛s✱ ❝❛r ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞❡ t s❡ ❢❛✐t ❛✈❡❝ ⊸✳ ❆❧♦rs s✐ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ S′1 ❧❛
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡ à S1 ♠❛✐s ❧❛✐ss❛♥t −?1 ✐♥✈❛r✐❛♥t❡✱
S′1 S❚P✭(w1)(λ
◦x.w2)v✮❂❚P✭(λ◦x.(w1)w2)v✮✳
❉♦♥❝ S❚P✭(w1)(λ◦x.w2)v✮❂❚P✭(λ◦x.(w1)w2)v✮✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s ✿ S❚P✭(w1)(λ◦x.w2)v✮❂❚P✭(λ◦x.(w1)w2)v✮ ❛✈❡❝
S ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❙▲✳ ✷
❯♥ ❞❡r♥✐❡r ❧❡♠♠❡ ✿
✺✾
▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳✻ ❙♦✐t t ✉♥ t❡r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❙♦✐t t′ t❡❧ q✉❡ t→β t′✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉❜st✐✲
t✉t✐♦♥ S ❙▲ t❡❧❧❡ q✉❡ ❚P✭t✮❂S ❚P✭t′✮✳
Pr❡✉✈❡ ✿ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ t✳ ❈♦♠♠❡ t s❡ ré❞✉✐t ✉♥❡ ❢♦✐s✱ t ♥✬❡st ♣❛s
✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳
✕ t = λx.u ✿ ❛❧♦rs t′ = λx.u′ ❛✈❡❝ u →β u′ ❡t u✱ u′ ✈ér✐✜❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡
q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ S ❙▲ t❡❧❧❡ q✉❡ ❚P✭u✮❂S ❚P✭u′✮✳ ❈♦♠♠❡ ❚P✭t✮ ✭r❡s♣✳ ❚P✭t′✮✮ ❡st ❧❡ ♠ê♠❡
q✉❡ ❚P✭u✮ ✭r❡s♣✳ ❚P✭u′✮✮ ❛✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ t②♣❡ ❞❡ x ♣rès✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❚P✭t✮❂S
❚P✭t′✮✳
✕ t = (u) v ✿ ♦♥ ❛ tr♦✐s ❝❛s ♣♦✉r t′ ✿
✶✳ u →β u′ ❡t t′ = (u′)v✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✐❧ ❡①✐st❡ S ❙▲ t❡❧❧❡ q✉❡ ❚P✭u✮❂S ❚P✭u′✮✳
❆❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✳✹✱ ✐❧ ❡①✐st❡ S′ t❡❧❧❡ q✉❡ ❚P✭(u)v✮❂S′ ❚P✭(u′)v✮✱ ❞✬♦ù
❧❡ rés✉❧t❛t✳
✷✳ v →β v′ ❡t t′ = (u)v′✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✐❧ ❡①✐st❡ S ❙▲ t❡❧❧❡ q✉❡ ❚P✭v✮❂S ❚P✭v′✮✳
❆❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✳✹✱ ✐❧ ❡①✐st❡ S′ t❡❧❧❡ q✉❡ ❚P✭(u)v′✮❂S′ ❚P✭(u)v′✮✱ ❞✬♦ù
❧❡ rés✉❧t❛t✳
✸✳ u = λx.w ❡t t′ = w[x := v]✳ ❘❡❣❛r❞♦♥s ❧❡s ❝❛s s✉r w✱ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ✉♥❡
❝♦♥st❛♥t❡ ❝❛r ❧❡ t❡r♠❡ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❝♦♥t✐❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t x ✉♥❡ ❢♦✐s ✿
✭❛✮ w = x ✿ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❚P✭t✮❂❚P✭v✮✳
✭❜✮ w = λy.w1 ✿ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ s✐ (λxλy.w1)v ❡st t②♣❛❜❧❡ ❛❧♦rs ✐❧ ❡♥
❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r λy(λx.w1)v✱ q✉✐ ❛ ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ✭♣❡✉t s❡ ✈♦✐r ❡♥ ❢❛✐s❛♥t
✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥✮✳ ❆❧♦rs ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✐❧ ❡①✐st❡ S ❙▲ t❡❧❧❡ q✉❡
❚P✭(λx.w1)v✮❂S ❚P✭w1[x := v]✮✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r ❧❡s ♠ê♠❡s r❛✐s♦♥s q✉❡ ❧❡ ❝❛s ✈✉
♣❧✉s ❤❛✉t✱ ❚P✭λy.(λx.w1)v✮❂S ❚P✭λy.w1[x := v]✮✳ ❖r ❧❡ t❡r♠❡ λy.w1[x := v]
❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t t′ = w[x := v]✳ ❉✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t✳
✭❝✮ w = λ◦y.w1 ✿ ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳
✭❞✮ w = (w1)w2 ❛✈❡❝ x ❞❛♥s w1 ✿ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✳✺✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡
❚P✭t✮❂❚P✭((λx.w1)v)w2✮✳ ❖r ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ s❛✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ S ❙▲ t❡❧❧❡ q✉❡
❚P((λx.w1)v) = ❙ ❚P(w1[x := v])
❆❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✳✹✱ ✐❧ ❡①✐st❡ S′ ❙▲ t❡❧❧❡ q✉❡
❚P(((λx.w1)v)w2) = S
′ ❚P((w1[x := v])w2)
❉♦♥❝ ❚P✭t✮❂S′ ❚P✭t′✮✳
✭❡✮ w = (w1)w2 ❛✈❡❝ x ❞❛♥s w2 ✿ ❝✬❡st ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✱
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❡♥❝♦r❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✳✺ ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✳✹✳
✹✳ u = λ◦x.w ❡t t′ = w[x := v]✳ ❈✬❡st ✐❝✐ s❡♠❜❧❛❜❧❡ ❛✉ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✱ s❛✉❢ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s
♦ù x ❡st ❞❛♥s w2 à ❝❛✉s❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✳✺✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ S ❙ t❡❧❧❡
q✉❡ ❚P✭t✮❂S ❚P✭(w1) (λ◦x.w2)v✮✳ ❖r ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ s❛✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ S1 ❙▲ t❡❧❧❡
q✉❡
❚P((λ◦x.w2)v) = S1 ❚P(w2[x := v])
✻✵
❆❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✳✹✱ ✐❧ ❡①✐st❡ S′1 ❙▲ t❡❧❧❡ q✉❡
❚P((w1) (λ
◦x.w2)v = ❙
′
1 ❚P((w1)w2[x := v])
❉♦♥❝ ❚P✭t✮❂S S′1 ❚P✭(w1)w2[x := v]✮✳ ❊t S S
′
1 ❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❙▲✳ ✷
❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✸✳✼
✶✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ré❡❧❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✳✻ ❧❡ ❢❛✐t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱
❝❛r ❚P✭(λx.(w1)w2)v✮ ♥✬❡st ♣❛s é❣❛❧ à ❚P✭((λx.w1)v)(λx.w2)v✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱
❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❞❡✈r✐♦♥s ♣r♦✉✈❡r ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❖♥
♣❡✉t ✈ér✐✜❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ ♣♦✉r w1 = λz.(z) (x)ξ ξ′✱ w2 = λz(x) ζ z ❡t v =
λw.w ❧❡s ❞❡✉① t②♣❡s s♦♥t ❞✐st✐♥❝ts✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ s✐ (λx.(w1)w2)v ❡st t②♣❛❜❧❡ ❛❧♦rs
((λx.w1)v)(λx.w2)v ❡st t②♣❛❜❧❡✱ ♠❛✐s ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❡st ❢❛✉ss❡✳ ❱♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛✈❡❝
w1 = λz.(z) (x)ξ✱ w2 = λz.(x) ζ z ❡t v = λw.w✳
✷✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ s❡ ♣♦s❡r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✳✻ r❡st❡ ✈r❛✐ ❛✈❡❝ ❞❡s
t❡r♠❡s ❛✣♥❡s ✭❞♦♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ ❢♦✐s✮✳ ▼❛✐s ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❡st
♥é❣❛t✐✈❡✱ ❝❛r s✐ ❧✬♦♥ ♣r❡♥❞ t = λz.(λx.y) (z)u✱ ❛✈❡❝ u ✉♥ t❡r♠❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ♥♦r♠❛❧✱
♦♥ ✈♦✐t ❛♣rès β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❧❛ ❞✐s♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ z✱ q✉✐ ❝❤❛♥❣❡ ❛❧♦rs ❞❡ t②♣❡✳
❋✐♥✐ss♦♥s ❡♥✜♥ ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣r♦♠✐s❡ ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✽ ❙♦✐t t ✉♥ t❡r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ t②♣❛❜❧❡✳ ❆❧♦rs s♦♥ t②♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✈ér✐✜❡ ❧❡s
♣♦✐♥ts s✉✐✈❛♥ts ✿
✕ ❈❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît ♥✬❛♣♣❛r❛ît q✉❡ ❞❡✉① ❢♦✐s✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♣♦✲
s✐t✐✈❡ ❡t ✉♥❡ ♥é❣❛t✐✈❡ ❀
✕ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ❙◆■P ❡st ✈ér✐✜é❡ ❀
✕ ▲❡s ✢è❝❤❡s s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡s q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t s♦♥t ✉♥✐q✉❡s ✭❡❧❧❡s s♦♥t t♦✉t❡s ❞✐st✐♥❝t❡s✮✳
Pr❡✉✈❡ ✿ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s t⋆ s❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✳ ❖♥ s❛✐t ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✳✷ q✉❡ t⋆ ✈ér✐✜❡ ❧❛
♣r♦♣r✐été✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳
✕ t = t⋆ ✿ ❝✬❡st ❝❧❛✐r ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✳✷✳
✕ t →β t′ →∗β t
⋆ ✿ t′ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✳✻ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ q✉❡
❚P✭t✮❂S ❚P✭t′✮ ❛✈❡❝ S ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❙▲✳ ❉♦♥❝ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡ s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱
❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s ✢è❝❤❡s s♦♥t r❡s♣❡❝té❡s ❡t ✐❧ ② ❛ ♠♦✐♥s ❞❡ ✢è❝❤❡s s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡s✱ ❞♦♥❝
❡❧❧❡s s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❞✐st✐♥❝t❡s✳ ✷
❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✸✳✾ ❈❡s rés✉❧t❛ts ♥❡ s♦♥t ✈r❛✐s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ t②♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡s t❡r♠❡s ❧✐✲
♥é❛✐r❡s✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❛t♦♠❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❡✉① ❢♦✐s ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣♣♦sé❡ ❢❛✐t q✉❡ s✐
❧✬♦♥ tr❛♥s❢♦r♠❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❡♥ t②♣❡ ✢è❝❤❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ✢è❝❤❡ →✱ ❝❡tt❡ ✢è❝❤❡
s❡r❛ ❛❧♦rs à ❧❛ ❢♦✐s ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t ♥é❣❛t✐✈❡ ❞❛♥s ❧❡ t②♣❡✳
✸✳✹ ❚❡r♠❡s η✲❧♦♥❣s
✸✳✹✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s
❉é✜♥✐ss♦♥s ❝❡ q✉✬❡st ✉♥ t❡r♠❡ η✲❧♦♥❣ ❡t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❝❡ q✉✬❡st ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ η✲❧♦♥❣✳
✻✶
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✶ ❙♦✐t T ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ♣♦✉r ✉♥ t❡r♠❡ t✳ T ❡st η✲❧♦♥❣ s✐ ❧❛ r❛❝✐♥❡
❞❡ T ❡st ❞❛♥s ❧✬✉♥ ❞❡s ❝❛s s✉✐✈❛♥ts ✿
• [Γ ; ∆] ⊢ (x) t1 . . . tn : α ❛✈❡❝ n ≥ 0 ♦ù α ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ ♦✉ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡
❡t ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ti ❡st η✲❧♦♥❣ ❀
• [Γ ; ∆] ⊢ (c) t1 . . . tn : a ❛✈❡❝ n ≥ 0 ❡t ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ti ❡st η✲❧♦♥❣ ❀
• [Γ ; ∆] ⊢ λx.t′ : α→ β ❡t ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞❡ t′ ❡st η✲❧♦♥❣ ❀
• [Γ ; ∆] ⊢ λ◦x.t′ : α⊸ β ❡t ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞❡ t′ ❡st η✲❧♦♥❣ ❀
• [Γ ; ∆] ⊢ (λ⋆x1 . . . xm.t
′) t1 . . . tn : α ❛✈❡❝ α ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ ♦✉ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡
❡t t′ ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ λ⋆x.u ❡t ❧❡s ❛r❜r❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞❡ λx1 . . . xm.t′ ❡t ❞❡s tk s♦♥t
η✲❧♦♥❣s✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✷ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ t❡r♠❡ t ❡st η✲❧♦♥❣ s✬✐❧ ❛ ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ η✲❧♦♥❣ ✭❞♦♥❝
❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✐❧ ❡st t②♣é✮✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s
▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✸ ❙♦✐t t ✉♥ t❡r♠❡ η✲❧♦♥❣✳ ❙✐ t = (λ⋆x1 . . . xm.t′) t1 . . . tn ❡t t′ ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ λ⋆x.u ❛❧♦rs m = n✳
Pr❡✉✈❡ ✿ ❈♦♠♠❡ λ⋆x1 . . . xm.t′ ❡st η✲❧♦♥❣✱ t′ ❡st η✲❧♦♥❣ ❡t ❝♦♠♠❡ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
λ⋆x.u✱ ✐❧ ❡st ❞❡ t②♣❡ ❛t♦♠✐q✉❡ α✳ ❉♦♥❝ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ λ⋆x1 . . . xm.t′ s✬é❝r✐t A1  · · · −?Am  α✳
❈♦♠♠❡ t ❡st η✲❧♦♥❣ ✐❧ ❡st ❞❡ t②♣❡ ❛t♦♠✐q✉❡ ❡t ❞♦♥❝ m = n✳ ✷
❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✹✳✹ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ t η✲❧♦♥❣ ♣❡✉t êtr❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ✿
✕ t = (x) t1 . . . tn ❀
✕ t = (c) t1 . . . tn ❀
✕ t = λx.u ❀
✕ t = λ◦x.u ❀
✕ t = (λ⋆x1 . . . xn.t′) t1 . . . tn ❛✈❡❝ t′ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ λ⋆x.u✳ ◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ♣❛r❢♦✐s
t = (λ⋆x1 . . . xn.(. . . ) . . . ) t1 . . . tn ✉♥ t❡❧ t❡r♠❡✳
▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ♥♦tr❡ ♥♦t✐♦♥ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡ ❞❡ t❡r♠❡
η✲❧♦♥❣✳
▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✺ ❙♦✐t t ✉♥ t❡r♠❡ η✲❧♦♥❣✳ ❙♦✐t t′ ✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞❡ t ❛②❛♥t ✉♥ t②♣❡ ✢è❝❤❡✳
❆❧♦rs t′ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é ♦✉ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ λ⋆x.u✳
Pr❡✉✈❡ ✿ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r t
✕ ❙✐ t = (x) t1 . . . tn ✿ ❙✐ t′ ❡st ✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞❡ ❧✬✉♥ ❞❡s tk✱ ❧✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ t❡r♠✐♥❡✳ ❙✐♥♦♥
t′ ❡st ✉♥ (x) t1 . . . tk ❛✈❡❝ k < n✳ ❉♦♥❝ t ❡st ❛♣♣❧✐q✉é✳
✕ ❙✐ t = (c) t1 . . . tn ✿ ✐❞❡♠✳
✕ ❙✐ t = λx.u ✿ s✐ t′ ❡st ✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞❡ u ❧✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ t❡r♠✐♥❡✳ ❙✐♥♦♥ t′ = t ❡t ❡st ❞♦♥❝
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ λx.u✳
✕ ❙✐ t = λ◦x.u ✿ ❛♥❛❧♦❣✉❡✳
✻✷
✕ ❙✐ t = (λ⋆x1 . . . xn.t′) t1 . . . tn ✿ s✐ t′ ❡st ✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞❡ λ⋆x1 . . . xn.t′ ♦✉ ❞❡ ❧✬✉♥ ❞❡s
tk ❧✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ t❡r♠✐♥❡✳ ❙✐♥♦♥ t′ = (λ⋆x1 . . . xn.t′) t1 . . . tk ❛✈❡❝ k < n ❡t ❞♦♥❝ t′ ❡st
❛♣♣❧✐q✉é✳ ✷
▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✻ ❙♦✐t T ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ t✱ s♦✐t S ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ❙✐ ST ❡st
η✲❧♦♥❣ ❛❧♦rs T ❡st η✲❧♦♥❣✳
Pr❡✉✈❡ ✿ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r t✱ ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ s✐ Sτ ❡st ✉♥ ❛t♦♠❡ ❛❧♦rs τ ❡st ✉♥
❛t♦♠❡✳ ✷
✸✳✹✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸
■❝✐✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❡st ♠♦❞✐✜é ❛✜♥ ❞✬êtr❡ ♣❧✉s ♣r❛t✐q✉❡ à ✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ▲✬❡♥tré❡ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✱ ♠❛✐s ❧❛ s♦rt✐❡ ❡st ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ t②♣❛❣❡
η✲❧♦♥❣✳ ❈✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥èr❡ ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡ à
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✱ ♣✉✐s ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t é✈❡♥t✉❡❧ ❡st η✲❧♦♥❣✳ ❆✐♥s✐ ❧✬❛♣♣❡❧ ré❝✉rs✐❢ ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ t②♣❛❣❡s η✲❧♦♥❣s✳
◆♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ η✲
❧♦♥❣✱ ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r t η✲❧♦♥❣ ♥♦✉s ♥❡ r❡❣❛r❞❡r♦♥s q✉❡ ❧❡s ❝❛s
♣♦✉r t ❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✸✳✹✳✹✳ ▲❡ s❡✉❧ ❝❛s q✉✐ ❝❤❛♥❣❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
t = (λ⋆x1 . . . xn.t
′) t1 . . . tn ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❛ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ λ⋆ ❞❡ têt❡
é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛r❣✉♠❡♥ts✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✼ ❙♦✐t t ✉♥ t❡r♠❡ η✲❧♦♥❣✳ ❆❧♦rs ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸ t❡r♠✐♥❡ ❛✈❡❝ s✉❝❝ès✱
❝✬❡st à ❞✐r❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❛r❜r❡ η✲❧♦♥❣✱ ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧✉✐ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳
Pr❡✉✈❡ ✿ P✉✐sq✉❡ t ❡st t②♣❛❜❧❡ ❡t η✲❧♦♥❣✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ t❡r♠✐♥❡ ❛✈❡❝ s✉❝❝ès
✭❝❛r ❧❡s ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡s s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✸✳✹✳✹✮ ❡t ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ t②♣❛❣❡
T0 q✉✐ ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧ ❝♦♥str✉✐t ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳
❈♦♠♠❡ t ❡st η✲❧♦♥❣ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛r❜r❡ T η✲❧♦♥❣✳ ❈♦♠♠❡ T0 ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ ✐❧ ❡①✐st❡ S t❡❧❧❡
q✉❡ T = ST0 ❡t ❞♦♥❝ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✳✻ T0 ❡st η✲❧♦♥❣✳ ✷
P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❛tt❡✐♥❞r❡ ♥♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❡ ❜✉t ❡st
✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❥✉st✐✜❡r ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t✱ ✢è❝❤❡ ♦✉ ❛t♦♠❡✱ ❞✉ t②♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✬✉♥ t❡r♠❡✳
❊ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
• ♣r❡♥❞ ❝♦♠♠❡ ❛r❣✉♠❡♥ts
✕ ✉♥❡ ❛❞r❡ss❡ ❞❛♥s ✉♥ t②♣❡ ❀
✕ ✉♥ t❡r♠❡✳
• r❡♥✈♦✐❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦✉s✲t❡r♠❡s q✉✐ ♦♥t ✉♥ t②♣❡ ❛②❛♥t ❡♥ têt❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ♣♦✐♥té ♣❛r
❧✬❛❞r❡ss❡✳
■❧ ❡st ❡♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ s✐ ✉♥ t②♣❡ ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ ❝✬❡st q✉❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts
q✉✐ ❧❡ ❝♦♠♣♦s❡♥t ❛ ✉♥❡ r❛✐s♦♥ ❞✬êtr❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣ré❝✐s ❞❡s t❡r♠❡s η✲❧♦♥❣s ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡
❞✬❛tt❛❝❤❡r ❞❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s à ❝❤❛q✉❡ ❛t♦♠❡ ❡t ❝❤❛q✉❡ ✢è❝❤❡ ❞✉ t②♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✬✉♥ t❡r♠❡✳
❈❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❝❡❧à ❡st ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ q✉✐ ❛ ✉♥ t②♣❡ ✢è❝❤❡ ❡st s♦✐t ✉♥❡
❛❜str❛❝t✐♦♥✱ s♦✐t ❛♣♣❧✐q✉é à ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts✳ ❆✐♥s✐ ❞❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s ✐❧ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts✳
✻✸
◆♦t❡ ✸✳✹✳✽ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ t❡r♠❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡ tâ❝❤❡ s❡r❛✐t r❡♥❞✉❡ ❞✐✣❝✐❧❡✱ ❝❛r
❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬❛r❣✉♠❡♥ts à ❝❡rt❛✐♥s s♦✉s✲t❡r♠❡s ❛②❛♥t ✉♥ t②♣❡ ✢è❝❤❡ s❛♥s êtr❡ ❞❡s ❛❜str❛❝✲
t✐♦♥s ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❝❡✉①✲❝✐ ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ❞ét❡❝tés ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡✳
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é✜♥✐r ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❛✈❡❝ ❞❡s t❡r♠❡s η✲❧♦♥❣s à
❞❡s ❛❞r❡ss❡s ❞❡ ❧❡✉r t②♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✳
◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛❞r❡ss❡✳
✸✳✹✳✸ ❆❞r❡ss❡s
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✾ ❯♥❡ ❛❞r❡ss❡ ❞❛♥s ✉♥ t②♣❡ ❡st ✉♥❡ ❧✐st❡ ✜♥✐❡✱ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✈✐❞❡✱
❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ {0, 1}✳ ◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s [] ❧✬❛❞r❡ss❡ ✈✐❞❡✱ ǫ :: c ❧❛ ❧✐st❡ c à ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❛ ❛❥♦✉té
ǫ ❡t c :: d ❧❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❛❞r❡ss❡s✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❝♦♠♠♦❞✐té✱ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s 1k
✉♥❡ ❧✐st❡ ❝♦♠♣♦rt❛♥t k 1✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✵ ❙♦✐t f ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ à ✉♥❡ ❛❞r❡ss❡ c ❡t ✉♥ t②♣❡ T ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ s♦✉s✲
t②♣❡ ❞❡ T ❞é✜♥✐❡ ❛✐♥s✐ ✿
✕ f([], T ) = T ❀
✕ f(0 :: c, T1  T2) = f(c, T1) ❀
✕ f(1 :: c, T1  T2) = f(c, T2) ❀
✕ ❉❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s✱ f ♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐❡✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✶ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧✬❛❞r❡ss❡ c ❡st ✉♥❡ ❛❞r❡ss❡ ❞❛♥s ❧❡ t②♣❡ T s✐ f(c, T ) ❡st
❞é✜♥✐✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♦♥ ❞✐t q✉❡ f(c, T ) ❡st ❧❡ s♦✉s✲t②♣❡ ❞❡ T à ❧✬❛❞r❡ss❡ c✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✷ ❙♦✐t c ✉♥❡ ❛❞r❡ss❡ ❞❛♥s ❧❡ t②♣❡ T ✳ ❖♥❡ ♥♦t❡ h(c, T ) ❧❛ têt❡ ❞✉ t②♣❡
f(c, T ) ✭q✉✐ ❡st s♦✐t ✉♥❡ ✢è❝❤❡ s♦✐t ✉♥ ❛t♦♠❡✮✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✸ ❙✐ c ❡st ✉♥❡ ❛❞r❡ss❡ ❞❛♥s ❧❡ t②♣❡ T ♦♥ ❞✐t q✉❡ c ❡st ♣♦s✐t✐❢ s✐ c ❛ ✉♥
♥♦♠❜r❡ ♣❛✐r ❞❡ 0 ❡t q✉❡ c ❡st ♥é❣❛t✐❢ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✳
▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✶✹ ❙♦✐t T ✉♥ t②♣❡ ❡t s♦✐t T ′ ✉♥ s♦✉s✲t②♣❡ ❞❡ T ✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛❞r❡ss❡ c
t❡❧❧❡ q✉❡ f(c, T ) = T ′✳
Pr❡✉✈❡ ✿ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ T ✳ ❙✐ T ′ = T ✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ S = []✳
❙✐♥♦♥ T = T1  T2 ❡t T ′ ❡st ✉♥ s♦✉s✲t②♣❡ ❞❡ T1 ✭♦✉ ❞❡ T2✮✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱
✐❧ ❡①✐st❡ c t❡❧ q✉❡ f(c, T1) = T ′ ✭r❡s♣✳ f(c, T2) = T ′✮✳
❆❧♦rs T ′ = f(0 :: c, T ) ✭r❡s♣✳ T ′ = f(1 :: c, T )✮✳ ✷
▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✶✺ ❙♦✐t c ❧✬❛❞r❡ss❡ ❞✬✉♥ t②♣❡ T ✳ ❆❧♦rs c ❛ ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦❧❛r✐té q✉❡ f(c, T ) ❞❛♥s
T ✳
Pr❡✉✈❡ ✿ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ c✳
✕ c = [] ✿ ❝❧❛✐r✳
✻✹
✕ c = 0 :: c′ ✿ ♦♥ ❛ T = T1  T2 ❡t f(c, T )❂f(c′, T1)✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ c′ ❛ ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦❧❛r✐té
q✉❡ f(c′, T1) ❞❛♥s T1✳ ❖r c′ ❛ ❧❛ ♣♦❧❛r✐té ♦♣♣♦sé❡ à c ❡t T1 ❛ ❧❛ ♣♦❧❛r✐té ♦♣♣♦sé❡ à T
❞❛♥s T ✳ ❉♦♥❝ c ❛ ❜✐❡♥ ❧❛ ♣♦❧❛r✐té ❞❡ f(c, T ) ❞❛♥s T ✳
✕ c = 0 :: c′ ✿ ♦♥ ❛ T = T1  T2 ❡t f(c, T )❂f(c′, T2)✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ c′ ❛ ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦❧❛r✐té
q✉❡ f(c′, T2) ❞❛♥s T2✳ ❖r c′ ❛ ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦❧❛r✐té q✉❡ c ❡t T2 ❛ ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦❧❛r✐té q✉❡ T
❞❛♥s T ✳ ❉♦♥❝ c ❛ ❜✐❡♥ ❧❛ ♣♦❧❛r✐té ❞❡ f(c, T ) ❞❛♥s T ✳ ✷
▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✶✻ ❙♦✐t c ✉♥❡ ❛❞r❡ss❡ ❞❛♥s ✉♥ t②♣❡ T ❡t S ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ❆❧♦rs c ❡st ✉♥❡
❛❞r❡ss❡ ❞❛♥s ST ✳
Pr❡✉✈❡ ✿ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ c
✕ ❙✐ c = []✱ ❛❧♦rs c ❡st t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ ❛❞r❡ss❡ ❞❛♥s ✉♥ t②♣❡✳
✕ ❙✐ c = 0 :: c′✱ ❛❧♦rs T = T1  T2 ❡t c ❡st ✉♥❡ ❛❞r❡ss❡ ❞❛♥s T1✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ c ❡st ✉♥❡
❛❞r❡ss❡ ❞❛♥s ST1✱ ♠❛✐s ST = ST1 S  ST2✱ ❞♦♥❝ c ❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❛❞r❡ss❡ ❞❛♥s ST ✳
✕ ❙✐ c = 1 :: c′ ❛❧♦rs ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✳ ✷
▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✶✼ ❙♦✐t c ✉♥❡ ❛❞r❡ss❡ ❞❛♥s ✉♥ t②♣❡ T ❡t ❞❛♥s ✉♥ t②♣❡ T ′✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡
h(c, T ) s♦✐t ✐❞❡♥t✐q✉❡ à h(c, T ′)✳ ❙♦✐t S ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ❆❧♦rs h(c, ST ) ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à
h(c, ST ′)✳
Pr❡✉✈❡ ✿ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ c✳
✕ ❙✐ c = []✱ ❛❧♦rs ❧❛ têt❡ ❞❡ T ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ T ′✱ ♥♦t♦♥s ❧❛ ❤✳ ❆❧♦rs ❧❡✉rs ✐♠❛❣❡s
♣❛r S ♦♥t ♠ê♠❡ têt❡ ✿ S❤✳
✕ ❙✐ c = 1 :: c′✱ ❛❧♦rs T = T1  T2 ❡t T ′ = T ′1  T
′
2✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❡t ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ f
❡t h✱ h(c′, T2) ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à h(c′, T ′2)✳ ❆❧♦rs ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ h(c
′, ST2) ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à
h(c′, ST ′2)✳ ❈♦♠♠❡ ST = ST1 S  ST2 ❡t ST
′ = ST ′1 S  ST
′
2 ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜✐❡♥ ❧❡
rés✉❧t❛t✳
✕ ❙✐ c = 0 :: c′✱ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ❛♥❛❧♦❣✉❡✳ ✷
✸✳✹✳✹ ❚❡r♠❡s ❥✉st✐✜❛♥ts
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✽ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s λ⋆x.E ♦ù E ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❡t λ⋆ ❡st ✜①é
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s λ⋆x.t ♣♦✉r t ❞❛♥s E✳
◆♦t❡ ✸✳✹✳✶✾ ❊✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ t❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ λ⋆x.E ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐é❡ ♣❛r
❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ♣❡✉t ❝❤❛♥❣❡r ❞✬✉♥ t❡r♠❡ à ❧✬❛✉tr❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ {λy.t1, λz.t2} ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t
❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥ λ⋆x.E✳ ▲❡ ♥♦♠ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s ét❛♥t ♣❡✉ ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐✲
❞ér♦♥s ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉✐ ❡st ❧✐é❡
❞❛♥s ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ E✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✵ ❉é✜♥✐ss♦♥s ϕ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s ✭❛❞r❡ss❡✱❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ t❡r♠❡s✮ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❛❞r❡ss❡s ✿
✕ ϕ([], E)❂(E, [], E) ❀
✕ ϕ(1 :: c, λ⋆x.E)❂ϕ(c, E) ❀
✕ ϕ([0], λ⋆x.E)❂({x}, [0], λ⋆x.E) ❀
✕ ϕ(0 :: 1k :: 0 :: c, λ⋆x.E)❂ϕ(c, F ) (k ≥ 0) ✭⋆✮ ❀
✻✺
✕ ϕ(0 :: 1k, λ⋆x.E)❂(G, 0 :: 1k, λ⋆x.E) (k ≥ 1) ✭⋆⋆✮ ❀
✕ ϕ ♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s✳
✭⋆✮ ♦ù F = {tk+1 | (x)t1 . . . tk+1 ❡st ✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ E}✳ ❙✐ F ❡st ✈✐❞❡ ❛❧♦rs
ϕ ♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐❡✳
✭⋆⋆✮ ♦ù G = {(x) t1 . . . tk | (x) t1 . . . tk ❡st ✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ E}✳ ❙✐ G ❡st
✈✐❞❡ ❛❧♦rs ϕ ♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐❡✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✹✳✷✶ ❉❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✵ ♥♦✉s ❛✈♦♥s sé♣❛ré ❧❡s ❝❛s c = [0] ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❛s
c = 0 :: 1k ♣♦✉r k ≥ 1✳ ▲❛ r❛✐s♦♥ ❡st q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s
❞❡ x ♠❛✐s ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✳ ❊♥ ❡✛❡t s✐ c = [0]✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ❝✬❡st ❞❡ ❥✉st✐✜❡r
❝❡ q✉✐ ❡st à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✢è❝❤❡ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ λ⋆x.t✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❝✬❡st
❜✐❡♥ x q✉✐ ❧❡ ❥✉st✐✜❡ ♠ê♠❡ s✐ x ♥✬❛ ♣❛s ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡✳ ❉❛♥s ❧✬❛✉tr❡ ❝❛s✱ ❝✬❡st ❧❡ t②♣❡ ❞✬✉♥
❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞❡ x q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡✱ ❞♦♥❝ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ x✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✷ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ r❡♥✈♦✐❡ ✉♥ tr✐♣❧❡t✳
✕ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r é❧é♠❡♥t ❡st ❛♣♣❡❧é ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s ❥✉st✐✜❛♥ts✳
✕ ▲❡ s❡❝♦♥❞ é❧é♠❡♥t ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❛❞r❡ss❡ ❞✉ ❞❡r♥✐❡r ❛♣♣❡❧✳
✕ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s t❡r♠❡s ❞✉ ❞❡r♥✐❡r ❛♣♣❡❧ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r é❧é♠❡♥t✳
✕ ▲❡ ❝♦✉♣❧❡ ❢♦r♠é ♣❛r ❧✬❛❞r❡ss❡ ❞✉ ❞❡r♥✐❡r ❛♣♣❡❧ ❡t ❧❡s t❡r♠❡s ❞✉ ❞❡r♥✐❡r ❛♣♣❡❧ ❡st ❛♣♣❡❧é
❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❛♣♣❡❧ à ϕ✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✹✳✷✸ ▲❡ t❡r♠❡ ✧❞❡r♥✐❡r ❛♣♣❡❧✧ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ϕ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
ré❝✉rs✐✈❡✱ ❞♦♥❝ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❛♣♣❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❞❡r♥✐❡r ❛♣♣❡❧ ré❝✉rs✐❢✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r ❝❡✲
♣❡♥❞❛♥t q✉❡ s✐ ❧❛ ré❝✉rs✐✈✐té s❡ ❢❛✐t s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬❛❞r❡ss❡✱ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥
♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡s tr♦✐s ❝❛s []✱ 0 :: c ❡t 1 :: c ❛✈❡❝ ✉♥ ❛♣♣❡❧ ré❝✉rs✐❢ s✉r c✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❡ ❢❛✐t
q✉❡ ♣❛r❢♦✐s ϕ ♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐❡✳ ■❧ ❡st t♦✉t❡❢♦✐s é✈✐❞❡♥t q✉✬à ❝❤❛q✉❡ ❛♣♣❡❧ ré❝✉rs✐❢ ❧❛ t❛✐❧❧❡
❞❡ ❧✬❛❞r❡ss❡ ❛ ❞✐♠✐♥✉é✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✹ ■❧ ② ❛ tr♦✐s ❝❛s ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ϕ q✉✐ ❞♦♥♥❡♥t ✉♥ rés✉❧t❛t ❡t
♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❧✬❛❞r❡ss❡ ❞✉ ❞❡r♥✐❡r ❛♣♣❡❧ ❡st ❞✐st✐♥❝t❡✳
✕ ❙✐ ❝❡tt❡ ❛❞r❡ss❡ ❡st []✱ ♥♦✉s ❞✐r♦♥s q✉❡ ϕ r❡♥✈♦✐❡ ❞❡s t❡r♠❡s η✲❧♦♥❣s✳
✕ ❙✐ ❧✬❛❞r❡ss❡ ❡st [0]✱ ♥♦✉s ❞✐r♦♥s q✉✬❡❧❧❡ r❡♥✈♦✐❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
✕ ❙✐ ❧✬❛❞r❡ss❡ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ 0 :: 1k ❛✈❡❝ k ≥ 1 ♥♦✉s ❞✐r♦♥s q✉✬❡❧❧❡ r❡♥✈♦✐❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡
❧❛ ❢♦r♠❡ (x) t1 . . . tk✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✺ ❙♦✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ˜ ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❡s tr✐♣❧❡ts ✭❛❞r❡ss❡✱✈❛r✐❛❜❧❡✱❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ t❡r♠❡s✮ ♣❛r ϕ˜(c, x,E) = ϕ(0 :: c, λ⋆x.E) ♦ù λ⋆ ❡st λ◦ s✐ x ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s
❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ E ♦✉ ♣❛r λ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡✳
❱♦✐❝✐ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♥❝rét✐s❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ϕ ✿
❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✹✳✷✻ ❉♦♥♥♦♥s
t = λx.(f) (x)t1 λy.y (x)t2 λz.t3
✻✻
❛✈❡❝ t1✱ t2 ❡t t3 ❞❡s t❡r♠❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ Pr❡♥♦♥s c = [0, 1, 0, 0]✳ ❆❧♦rs
ϕ(c, {t}) = ϕ([0], {λy.y, λz.t3}) = ({y, z}, [0], {λy.y, λz.t3})
◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ é❣❛❧✐té✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ϕ ♥♦✉s
é❝r✐✈✐♦♥s ϕ(c, λ⋆x.E)✱ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❧✐❛♥t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ E✳
♠❛✐s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐❝✐ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ {λy.y, λz.t3}✱ ❧❡ ♥♦♠ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s ét❛♥t ❞✐✛ér❡♥t✳ ▲❡
♥♦♠ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ré❡❧❧❡ ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡✱ ♠❛✐s ♣♦✉r ✉♥❡ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❡❝t✉r❡✱
✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝✐❡r✳ ❆✐♥s✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {y, z} ❝♦♠♠❡
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦✉s✲t❡r♠❡s ❥✉st✐✜❛♥ts✳
r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ t ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ T = (α → (β → β) → γ) → δ✳ ❖♥ ❛
f(c, T ) = β ❡t ❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s y ❡t z ♦♥t ♣♦✉r t②♣❡ β✳ ❉♦♥❝ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {y, z} ❡st ❜✐❡♥
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❥✉st✐✜❛♥t ❧✬❛t♦♠❡ β✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛✈♦✐r ❜❡s♦✐♥ ❞❡s ❧❡♠♠❡s s✉✐✈❛♥ts✳ ❉❡s ❧❡♠♠❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s ♣♦✉r ϕ˜ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
♣r♦✉✈és ❞❡ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✳ ❈❡rt❛✐♥s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❥✉st✐✜❡r ❧❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✸✳✹✳✷✷ ❡t ✸✳✹✳✷✹✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s ♥♦✉s ❧❡s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✳
▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✷✼ ❙♦✐t E ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡s✳ ❙♦✐t c ✉♥❡ ❛❞r❡ss❡✳ ❙✐ ϕ(c, E) ❡st ❞é✜♥✐✱
♥♦t♦♥s (c∗, E∗) s♦♥ ❞❡r♥✐❡r ❛♣♣❡❧✳ ❆❧♦rs ϕ(c, E) = ϕ(c∗, E∗)✳
Pr❡✉✈❡ ✿ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❞r❡ss❡✳ ▲❡ s❡✉❧ ❝❛s ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❡st ❧❡ ❝❛s ♦ù
c = 1 :: c′✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s E = λ⋆x.E′ ❡t ϕ(c, E) = ϕ(c′, E′)✳ ▲❡ ❞❡r♥✐❡r ❛♣♣❡❧ ❞❡ ϕ(c′, E′)
ét❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡✱ ❧✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ t❡r♠✐♥❡✳ ✷
▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✷✽ ❙♦✐t E ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡s η✲❧♦♥❣s✳ ❙♦✐t c ✉♥❡ ❛❞r❡ss❡✳ ❙✐ ϕ(c, E) ❡st
❞é✜♥✐ ❛❧♦rs ❧❡s t❡r♠❡s ❞✉ ❞❡r♥✐❡r ❛♣♣❡❧ s♦♥t η✲❧♦♥❣✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ ❧✬❛❞r❡ss❡ ❞✉ ❞❡r♥✐❡r
❛♣♣❡❧ ❡st [] ❛❧♦rs ❧❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s ❥✉st✐✜❛♥ts s♦♥t η✲❧♦♥❣s✳
Pr❡✉✈❡ ✿ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❞r❡ss❡✳ ▲❡ s❡✉❧ ❝❛s ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❡st ❧❡ ❝❛s ♦ù
c = 1 :: c′✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s E = λ⋆x.E′ ❡t ϕ(c, E) = ϕ(c′, E′)✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ E s♦♥t
η✲❧♦♥❣s✱ ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❝❡✉① ❞❡ E′✳ ▲✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞❡ t❡r♠✐♥❡r✳ ✷
▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✷✾ ❙♦✐t E ❡t F ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ t❡r♠❡s✳ ❙♦✐t c ✉♥❡ ❛❞r❡ss❡✳ ❙✐ ϕ(c, E) ❡t
ϕ(c, F ) s♦♥t ❞é✜♥✐s ❛❧♦rs ❧✬❛❞r❡ss❡ ❞✉ ❞❡r♥✐❡r ❛♣♣❡❧ ♣♦✉r E ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧✬❛❞r❡ss❡ ❞✉
❞❡r♥✐❡r ❛♣♣❡❧ ♣♦✉r F ✳
Pr❡✉✈❡ ✿ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❞r❡ss❡✳ ▲❡ s❡✉❧ ❝❛s ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❡st ❧❡ ❝❛s ♦ù
c = 1 :: c′✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s E = λ⋆x.E′ ❡t ϕ(c, E) = ϕ(c′, E′)✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ♦♥ ❛ F = λ⋆x.F ′ ❡t
ϕ(c, F ) = ϕ(c′, F ′)✳ ▲✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ t❡r♠✐♥❡✳ ✷
▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✸✵ ❙♦✐t E ❡t F ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ t❡r♠❡s✳ ❙♦✐t c ✉♥❡ ❛❞r❡ss❡✳ ❙✐ ϕ(c, E)
❡t ϕ(c, F ) s♦♥t ❞é✜♥✐s ❛❧♦rs ϕ(c, E ∪ F ) ❡st ❞é✜♥✐✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s
❥✉st✐✜❛♥t ❞❡ ϕ(c, E ∪ F ) ❡st ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❥✉st✐✜❛♥ts ❞❡ ϕ(c, E) ❡t ϕ(c, F )✱
❡t ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❞✉ ❞❡r♥✐❡r ❛♣♣❡❧✳
✻✼
Pr❡✉✈❡ ✿ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❞r❡ss❡✳ ▲❡ s❡✉❧ ❝❛s ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❡st ❧❡ ❝❛s ♦ù
c = 1 :: c′✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s E = λ⋆x.E′ ❡t ϕ(c, E) = ϕ(c′, E′)✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ♦♥ ❛ F = λ⋆x.F ′ ❡t
ϕ(c, F ) = ϕ(c′, F ′)✳ ❆❧♦rs ϕ(c, E ∪ F ) = ϕ(c′, E′ ∪ F ′) ❡t ❧✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ t❡r♠✐♥❡✳ ✷
❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✹✳✸✶ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✳✸✵ ❝✐✲❞❡ss✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❥✉st✐✜❡r q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ ❛ ✉♥ t❡r♠❡
t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (x) t1 . . . tn✱ ❡t s✐ c ❡st ✉♥❡ ❛❞r❡ss❡ ❞❛♥s ❧❡ t②♣❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ y✱ ❛❧♦rs
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s ❥✉st✐✜❛♥ts ❞❡ ϕ˜(c, y, {t}) ❝♦♥t✐❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s
❥✉st✐✜❛♥ts ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ϕ˜(c, y, {ti})✳ ■❧ s✉✣t ♣♦✉r ✈♦✐r ❝❡❧❛ ❞❡ r❡❣❛r❞❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡
ϕ˜✱ ♣✉✐s ❞❡ ϕ✱ q✉❡ ❧✬♦♥ s❡ tr♦✉✈❡ ❜✐❡♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✳✸✵✳
▲❡s ❞❡✉① ❧❡♠♠❡s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❧✬❛♣♣❡❧❧❛t✐♦♥ ✬s♦✉s✲t❡r♠❡s ❥✉st✐✜❛♥ts✬✳
▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✸✷ ❙♦✐t E ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡s t②♣és✳ ❙♦✐t c ✉♥❡ ❛❞r❡ss❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ϕ(c, E)
❡st ❞é✜♥✐✳ ❙♦✐t ✉♥ ❛t♦♠❡ ✭r❡s♣✳ ✉♥❡ ✢è❝❤❡✮ t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t t②♣❡ T ❞❡ t❡r♠❡ ❞❡ E✱ h(c, T )
❡st ❝❡t ❛t♦♠❡ ✭r❡s♣✳ ✢è❝❤❡✮✳ ❆❧♦rs ❧❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s ❥✉st✐✜❛♥ts ♦♥t ✉♥ t②♣❡ ❛②❛♥t ❝❡t ❛t♦♠❡
✭r❡s♣✳ ✢è❝❤❡✮ ❡♥ têt❡✳
Pr❡✉✈❡ ✿ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❞r❡ss❡✳ ❚r❛✐t♦♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù c = 1 :: c′✳ ❉❛♥s ❝❡
❝❛s E = λ⋆x.E′ ❡t ϕ(c, E) = ϕ(c′, E′)✳ ❚♦✉t t❡r♠❡ t ❞❡ E s✬é❝r✐t λ⋆x.t′ ❡t s✐ t ❡st ❞❡ t②♣❡
T ❡t t′ ❞❡ t②♣❡ T ′ ❛❧♦rs h(c, T ) = h(c′, T ′) ❡t ❧✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ t❡r♠✐♥❡✳ ✷
▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✸✸ ❙♦✐t E ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❛②❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ T ✳ ❙♦✐t c ✉♥❡ ❛❞r❡ss❡
t❡❧❧❡ q✉❡ ϕ(c, E) ❡st ❞é✜♥✐✳ ❆❧♦rs ❧❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s ❥✉st✐✜❛♥ts ♦♥t t♦✉s ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡✱ à
s❛✈♦✐r f(c, T )✳
Pr❡✉✈❡ ✿ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❞r❡ss❡✳ ❚r❛✐t♦♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù c = 1 :: c′✳ ❉❛♥s ❝❡
❝❛s E = λ⋆x.E′ ❡t ϕ(c, E) = ϕ(c′, E′)✳ ❚♦✉t t❡r♠❡ t ❞❡ E s✬é❝r✐t λ⋆x.t′ ❡t s✐ t ❡st ❞❡ t②♣❡
T ❡t t′ ❞❡ t②♣❡ T ′ ❛❧♦rs f(c, T ) = f(c′, T ′) ❡t ❧✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ t❡r♠✐♥❡✳ ✷
▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✸✹ ❙♦✐t E ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡s✳ ❙♦✐t c ❡t d ❞❡s ❛❞r❡ss❡s✳ ❙✐ ϕ(c, E) ❡st
❞é✜♥✐✱ ❛❧♦rs ❡♥ ♥♦t❛♥t (c′, E′) s♦♥ ❞❡r♥✐❡r ❛♣♣❡❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧✬é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿
ϕ(c :: d,E) = ϕ(c′ :: d,E′)
Pr❡✉✈❡ ✿ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❞r❡ss❡✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ é✈✐❞❡♥t❡✳ ✷
✸✳✹✳✺ ❈❧❛ss❡s
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✬♦✉t✐❧s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ s✉✐✈r❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉r❛♥t ❧❡ t②♣❛❣❡
❞✬✉♥ t❡r♠❡ t✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ t②♣❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ② ❛ ♣❛r
❞❡✉① ❢♦✐s ✉♥❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡s à ❢❛✐r❡✳ P❡♥❞❛♥t ❝❡s ét❛♣❡s ♥♦✉s ♣♦ssé❞♦♥s ♣❧✉s✐❡✉rs
❥✉❣❡♠❡♥ts ❞❡ t❡r♠❡s✱ ❡t ✐❧ ❢❛✉t ✉♥✐✜❡r ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♠♠✉♥❡s à ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡✉①✳
P♦✉r ❝❡❧❛ ✐❧ ❢❛✉t ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡s t②♣❡s q✉✐ ♥❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ♣❛s ❡t ❧❡s ✉♥✐✜❡r✳
P♦✉r ♣♦✐♥t❡r ❝❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ t②♣❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é✜♥✐r ❧❡s ❝❧❛ss❡s q✉✐✱ é✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ✈♦♥t
✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❛❞r❡ss❡s ❞é✜♥✐❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❊❧❧❡s r❡❣r♦✉♣❡♥t ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s
q✉✐ ❝♦♥❝♦r❞❡♥t à ❧❛ ♠ê♠❡ ❛❞r❡ss❡✳
✻✽
❆ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❧❡s ❝❧❛ss❡s r❡❣r♦✉♣❡♥t ❛❧♦rs t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s t②♣❡s ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t t♦✉s ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳
❈♦♠♠❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✺✽✱ ♣♦rt❛♥t s✉r ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡s t②♣❡s ❞❡s t❡r♠❡s
η✲❧♦♥❣s✱ s❡ ❢❡r❛ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞❡✈r♦♥s ♣r♦✉✈❡r q✉✬✉♥❡ ♣r♦♣r✐été s❡♠❜❧❛❜❧❡ r❡st❡
st❛❜❧❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
◆♦t❡ ✸✳✹✳✸✺
✶✳ ❉❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥✉❣❡♠❡♥ts ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s t♦✉❥♦✉rs ti ✭1 ≤ i ≤ n✮ ❧❡s t❡r♠❡s✳
❯♥ ✐♥❞✐❝❡ i ❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥ ♥✉♠ér♦ ❞❡ ❥✉❣❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s τi(x) ✭r❡s♣✳ τ(t)✮ ❧❡
t②♣❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ ti ✭r❡s♣✳ ❞✉ t❡r♠❡ t✮✳
✷✳ ◆♦✉s ♥❡ s✉♣♣♦s❡r♦♥s ♣❛s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ q✉✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥✉❣❡♠❡♥ts ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❥✉❣❡♠❡♥ts ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡s✳ ■❧ ❛rr✐✈❡r❛ ❡♥ ❡✛❡t q✉❡ ♣❛r❢♦✐s ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss✐♦♥s
❞❡s ❥✉❣❡♠❡♥ts ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦✉ ❧❡ t❡r♠❡ ♥✬♦♥t ♣❛s ✉♥ ❜♦♥ t②♣❡ ❛✉ r❡❣❛r❞
❞❡s ❛✉tr❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ❥✉❣❡♠❡♥t✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✻ ✭❈❧❛ss❡s✮ ❙♦✐t J ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥✉❣❡♠❡♥ts✳ ❯♥❡ ❝❧❛ss❡ C ❞❡ J
❡st ✿
✕ s♦✐t (c, i) s✐ c ❡st ✉♥❡ ❛❞r❡ss❡ ❞❛♥s τ(ti) ❀
✕ s♦✐t (c, x, I) s✐ I ⊂ {1, . . . , n} ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥✉♠ér♦s ❞❡ ❥✉❣❡♠❡♥ts q✉✐ ❡st ✿
✕ ❝♦❤ér❡♥t ♣♦✉r c ❡t x ✿ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛t♦♠❡ ✭♦✉ ✉♥❡ ✢è❝❤❡✮ t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t i ❞❛♥s I✱
x ❡st ❧✐❜r❡ ❞❛♥s ti✱ c ❡st ✉♥❡ ❛❞r❡ss❡ ❞❛♥s τi(x) ❡t h(c, τi(x)) ❡st ❝❡t ❛t♦♠❡ ✭♦✉ ❝❡tt❡
✢è❝❤❡✮✱
✕ ♠❛①✐♠❛❧ ✿ I ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦❤ér❡♥t ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✉r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✼ ❙♦✐t J ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥✉❣❡♠❡♥ts ❡t C ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ J ✳
✕ s✐ C ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (c, i) ♦♥ ❞✐t q✉❡ ❝✬❡st ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ t❡r♠❡✳
✕ s✐ C ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (c, x, I) ♦♥ ❞✐t q✉❡ ❝✬❡st ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x✳
❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ♦♥ ❞✐t q✉❡ c ❡st ❧✬❛❞r❡ss❡ ❞❡ C✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✽ ✭P♦✐♥t ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡✮ ❙♦✐t J ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥✉❣❡♠❡♥ts ❡t C ✉♥❡
❝❧❛ss❡ ❞❡ J ✳ ❙♦✐t i ∈ {1, . . . , n}✳
✕ s✐ C = (c, x, I) ♦♥ ❞✐t q✉❡ P = (c, x, i) ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ C s✐ i ∈ I✳
✕ s✐ C = (c, i)✱ ♥♦✉s ❞✐s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ P = (c, i) ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ C
❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ♦♥ ❞✐t ❛❧♦rs q✉❡ C ❡st ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ P ✱ ❡t ♥♦✉s ♥♦t♦♥s C =❈❧J(P ) ♦✉
s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❈❧(P ) s✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ P ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ J ✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✹✳✸✾ ❉❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥t ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡✱ ♥♦✉s ❞✐s♦♥s q✉❡ C ❡st ❧❛
❝❧❛ss❡ ❞❡ P ✱ ❡t ♥♦♥ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡✱ ❝❛r ❧❛ ♠❛①✐♠❛❧✐té ♥♦✉s ✐♠♣♦s❡ ❧✬✉♥✐❝✐té✳ ❈❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t
(c, x, i) ✈ér✐✜❛♥t q✉❡ c ❡st ✉♥❡ ❛❞r❡ss❡ ❞❛♥s τi(x) ❡st ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r (c, i) s✐ c ❡st ✉♥❡ ❛❞r❡ss❡ ❞❛♥s τ(ti) ❜✐❡♥ sûr✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✹✵ ✭❊♥s❡♠❜❧❡ ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ❝❧❛ss❡✮ ❙♦✐t J ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥✉❣❡✲
♠❡♥ts✱ ❡t C ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ J ✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❛ss♦❝✐é à C✱ ♥♦té EJ(C) ✭♦✉ E(C) s✐ ❛✉❝✉♥❡
❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♥✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡✮ ❡st
✕ {ti} s✐ C = (c, i) ❀
✻✾
✕ {ti | i ∈ I} s✐ C = (c, x, I)✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✹✶ ❙♦✐❡♥t J ❡t J ′ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞❡s ♠ê♠❡s t❡r♠❡s ti✳
❖♥ ❞✐t q✉❡ C✱ ❝❧❛ss❡ ❞❡ J ✱ ❡st ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s C ′✱ ❝❧❛ss❡ ❞❡ J ′✱ s✐ ❧❡s ❞❡✉① ♦♥t ♠ê♠❡ ❛❞r❡ss❡✱
s♦♥t ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t s✐ EJ(C) ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s EJ ′(C ′)✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✹✷ ✭❚êt❡ ❞❡ t②♣❡ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡✮ ❙♦✐t J ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥✉❣❡♠❡♥ts✱
s♦✐t C ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ J ✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❍J(C) ✭♦✉ ❍(C) ❧♦rsq✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥
♣♦ss✐❜❧❡✮✱ têt❡ ❞❡ t②♣❡ ❞❡ C✱ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✿
✕ h(c, τ(ti)) s✐ C = (c, i) ❀
✕ h(c, τi(x)) s✐ C = (c, x, I) ♣♦✉r ✉♥ i ∈ I✳
❙✐ P ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ J ✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❍(P ) ♣♦✉r ❍(❈❧(P ))✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✹✳✹✸
✶✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ têt❡ ❞❡ t②♣❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞✉ i ❝❤♦✐s✐ ❞❛♥s I✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❞✉ P
❝❤♦✐s✐✱ ❣râ❝❡ à ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡✳
✷✳ ❙♦✐t J ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥✉❣❡♠❡♥t✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ❛t♦♠❡ ✭r❡s♣✳ t♦✉t❡ ✢è❝❤❡✮ q✉✐
❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❡s t②♣❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞♦♥t ❧❛ têt❡ ❞❡ t②♣❡ ❡st ❝❡t ❛t♦♠❡ ✭r❡s♣✳
✢è❝❤❡✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛ss♦❝✐❡r ✉♥❡ ❛❞r❡ss❡✱ ✉♥ t❡r♠❡ ✭❡t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡✮ q✉✐ ♣♦✐♥t❡ s✉r ❝❡t ❛t♦♠❡ ✭r❡s♣✳ ✢è❝❤❡✮ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✳✶✹✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t
❧❛ ❝❧❛ss❡ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡✳ ❆✐♥s✐ t♦✉t ❛t♦♠❡ ♦✉ ✢è❝❤❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❍(C) ♣♦✉r
✉♥❡ ❝❧❛ss❡ C✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✹✹ ✭❙✐♥❣✉❧❛r✐té✮ ❙♦✐t J ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥✉❣❡♠❡♥ts✳ ❙♦✐t a ✉♥ t②♣❡
❛t♦♠✐q✉❡ ✭r❡s♣✳  ✉♥❡ ✢è❝❤❡✮ ♣rés❡♥t ❞❛♥s J ✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ a ✭r❡s♣✳  ✮ ❡st s✐♥❣✉❧✐❡r ❞❛♥s
J s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❝❧❛ss❡ C ❞❡ J q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❍(C) = a ✭r❡s♣✳ ❍(C) = ✮✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✹✺ ✭P♦❧❛r✐té✮ ❙♦✐t J ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥✉❣❡♠❡♥t✳ ❙♦✐t C ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡
J ❞✬❛❞r❡ss❡ c✳ ❆❧♦rs
✕ s✐ C = (c, i)✱ ❍(C) ❡st ♣♦s✐t✐❢ s✐ c ❡st ♣♦s✐t✐✈❡✱ ♥é❣❛t✐✈❡ s✐♥♦♥ ❀
✕ s✐ C = (c, x, I)✱ ❍(C) ❡st ♣♦s✐t✐❢ s✐ c ❡st ♥é❣❛t✐❢✱ ♣♦s✐t✐❢ s✐♥♦♥✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✹✳✹✻ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ s✐♥❣✉❧❛r✐té ❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞✬✉♥✐❝✐té✳ ❊❧❧❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ♥❡ ❝♦♠♣♦rt❡ q✉✬✉♥
s❡✉❧ t❡r♠❡✳ ▲❛ ♣♦❧❛r✐té ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❝❡❧❧❡ r❡♥❝♦♥tré❡ ♣❧✉s ❤❛✉t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
♦ù ✐❧ ♥✬② ❛ q✉✬✉♥ s❡✉❧ t❡r♠❡✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✹✼ ✭❊♥s❡♠❜❧❡ ❥✉st✐❢✐❛♥t ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡✮ ❙♦✐t J ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❥✉❣❡♠❡♥ts✳ ❙♦✐t C ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ J ❞✬❛❞r❡ss❡ c✳
✕ s✐ C ❡st ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ t❡r♠❡✱ Φ(C) = ϕ(c, E(C))✳
✕ s✐ C ❡st ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x✱ Φ(C) = ϕ˜(c, x,E(C))✳
✕ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ C ❡st ❥✉st✐✜é❡ s✐ Φ(C) ❡st ❞é✜♥✐❡✳
✼✵
❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✹✳✹✽ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s t1 = λy(x) y ❡t t2 = λwλ◦z(x) (w) z✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s J
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥✉❣❡♠❡♥ts ❝♦♠♣♦rt❛♥t ❧❡s ❥✉❣❡♠❡♥ts ❞❡ t②♣❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞❡ t1 ❡t t2✱ à
s❛✈♦✐r ✿
x : a−?b ⊢ t1 : a→ b
❡t
x : a⊸ b ⊢ t2 : (c⊸ a)→ c⊸ b
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s❡r✈é ✈♦❧♦♥t❛✐r❡♠❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡ ❝♦♠♠✉♥❡s ❛✉① ❞❡✉①✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
x ♣❡✉t êtr❡ s♦✐t ❧✐♥é❛✐r❡✱ s♦✐t ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s q✉✬❡❧❧❡ ❡st ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❞❛♥s ❧❛
s✉✐t❡✳
❆❧♦rs ✿
C1 = ([], x, {1})✱ C2 = ([0], x, {1, 2}) ❡t C3 = ([0, 1], 2) s♦♥t ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ J ✳
❱♦②♦♥s ❝❡❧❛ ❞❡ ♣❧✉s ♣rès ✿
✕ h([], τ1(x)) = −? ❡t h([], τ2(x)) =⊸ ❡st ❞✐✛ér❡♥t✱ ❞♦♥❝ C1 ❡st ✭❝♦❤ér❡♥t❡ ❡t✮ ♠❛①✐♠❛❧❡
❡t H(C1) = −?✳
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ Φ(C1) = ({x}, [0], λx.t1})✳
✕ h([0], τ1(x) = a ❡t h([0], τ2(x) = a✱ ❞♦♥❝ C2 ❡st ❝♦❤ér❡♥t❡ ✭❡t ♠❛①✐♠❛❧✮ ❡t H(C2) = a✳
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ Φ(C2) = ({(w)z, y}, [], {(w)z, y})✳
✕ H(C3) = h([0, 1], τ(t2)) = a✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ Φ(C3) = ({(w)z}, [0, 1], {t2})✳
▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✹✾ ❙♦✐t J ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥✉❣❡♠❡♥ts✱ s♦✐t S ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡t P ✉♥ ♣♦✐♥t
❞❡ J ✳ ❆❧♦rs P ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ SJ ❡t ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ P ❞❛♥s J ❡st ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡
P ❞❛♥s SJ ✳
Pr❡✉✈❡ ✿ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ P s♦✐t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ SJ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✳✶✻✳ ❙✐ P = (c, x, i)✱ ❛❧♦rs
E(❈❧SJ(P )) ❡st ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s k q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t q✉❡ h(c, Sτk(x))❂h(c, Sτi(x))✳
❖r ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ P ❞❛♥s J t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s tk ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ P ❞❛♥s J
✈ér✐✜❡♥t h(c, τk(x))❂h(c, τi(x))✳ ❉♦♥❝ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ S ♦♥ ❛ ❜✐❡♥
h(c, Sτk(x))❂h(c, Sτi(x)) ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✳✶✼✱ ❞✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t✳ ✷
✸✳✹✳✻ ❉❡s ❧❡♠♠❡s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❧❡♠♠❡s ♣♦✉r ❛❧❧é❣❡r ❧❡s ♣r❡✉✈❡s s✉✐✈❛♥t❡s✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✺✵ ✭Pr♦♣r✐été ❞❡s ❝❧❛ss❡s✮ ❙♦✐t t ✉♥ t❡r♠❡ η✲❧♦♥❣✳ ❙♦✐t J ✉♥ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥✉❣❡♠❡♥ts✳
◆♦✉s ❞✐s♦♥s q✉❡ J ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡s ❝❧❛ss❡s s✐ ✐❧ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts s✉✐✈❛♥ts ✿
✕ ▲❡s t❡r♠❡s ti ❞❡ J s♦♥t ❞❛♥s ❧✬✉♥ ❞❡s ❝❛s s✉✐✈❛♥ts ✿
✕ ✐❧s s♦♥t t♦✉s é❣❛✉① à t✱
✕ t = (x) t1 . . . tn✱
✕ t = (c) t1 . . . tn✱
✕ t = (λ⋆x1 . . . xn.t′) t2 . . . tn ❛✈❡❝ t1 = λ⋆x1 . . . xn.t′ ❡t t′ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❀
✕ ❚♦✉t❡ ❝❧❛ss❡ C ❡st ❥✉st✐✜é❡ ❀
✕ ❙✐ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❛♣♣❡❧ ❞❡ Φ(C) ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ([0], {λ⋆x.u}) ❛✈❡❝ x 6∈ u ❛❧♦rs ❍(C) ❡st ✉♥
❛t♦♠❡ a ❡t a ❡st s✐♥❣✉❧✐❡r ❀
✼✶
✕ ❙✐ ❍(C) ❡st ✉♥❡ ✢è❝❤❡ s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡ ❛❧♦rs ❝❡tt❡ ✢è❝❤❡ ❡st s✐♥❣✉❧✐èr❡ ❡t ❡❧❧❡ ❡st ♥é❣❛t✐✈❡ ❀
✕ ❙✐ ❍(C) =→ ❛❧♦rs ❝❡tt❡ ✢è❝❤❡ ❡st ♣♦s✐t✐✈❡✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✹✳✺✶
✶✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡s ❝❧❛ss❡s ✐♠♣❧✐q✉❡✱ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ t ❡st η✲❧♦♥❣✱ q✉❡
❧❡s ti s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t η✲❧♦♥❣s✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❝❡
♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡s t②♣❡s ❞♦♥♥és ❞❛♥s J ✳
✷✳ ❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❙◆■P✱ ❝❛r ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❡♥
❡✛❡t q✉✬❡❧❧❡ ❡st ♣rés❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs ♣♦✐♥ts✳
✸✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❝❧❛ss❡s q✉✐ s♦♥t t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❛♣♣❡❧ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
([0], {λ⋆x.u}) ♣❡✉t ♣❛r❛îtr❡ étr❛♥❣❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t très ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡s ❛t♦♠❡s✱ ❡t ❝❡✉①✲❧à s❡✉❧❡♠❡♥t✱ s♦♥t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬êtr❡ tr❛♥s❢♦r♠és✱
♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ♣❤❛s❡s ❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❡♥ t②♣❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ✭♦♥ ❝♦♥s❡r✈❡ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ η✲❧♦♥❣
♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♣❛s ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✮✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✉♥✐❝✐té ✭♦✉
❞❡ s✐♥❣✉❧❛r✐té ✐❝✐✮ ♣❡r♠❡t ❞✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❛t♦♠❡
♣❛r ❧❡ t②♣❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝♦♥s❡r✈❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉r ❧❛ ♣♦❧❛r✐té ❞❡s ✢è❝❤❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t ♦♥
❡st ❝❡rt❛✐♥ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ ❝❡t ❛t♦♠❡ ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s ✉♥❡ ♣♦❧❛r✐té ❞✐✛ér❡♥t❡✱
❝❡ q✉✐ ✐♥✈❡rs❡r❛✐t ❧❡s ♣♦❧❛r✐tés ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✢è❝❤❡s ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❡r✳
❉❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ ❝❡s ❛t♦♠❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✱ ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥
tr❛♥s❢♦r♠❡ t♦✉❥♦✉rs ❞❡s ❛t♦♠❡s ❡♥ ❛t♦♠❡✱ ❡t ❞❡s ✢è❝❤❡s ❡♥ ✢è❝❤❡s✱ ❝❛r ❧❡s t❡r♠❡s s♦♥t
η✲❧♦♥❣s✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧❡s t②♣❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t
❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦r♠❡✳
▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✺✷ ❙♦✐t J ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥✉❣❡♠❡♥ts ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡s ❝❧❛ss❡s✳ ❙✉♣✲
♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣♦✐♥t P1 = (c, x, i) t❡❧ q✉❡ f(c, τi(x)) ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ α ❡t ✉♥
♣♦✐♥t P2 = (c, x, j) t❡❧ q✉❡ f(c, τj(x)) ❡st ✉♥ t②♣❡ ♥♦♥ ❛t♦♠✐q✉❡ T ✳ ❙♦✐t S ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
q✉✐ tr❛♥s❢♦r♠❡ α ❡♥ T ✳ ❆❧♦rs SJ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡s ❝❧❛ss❡s✳
Pr❡✉✈❡ ✿ Pr❡♥♦♥s C1 =❈❧J(P1) ❡t C2 =❈❧J(P2)✱ q✉✐ s♦♥t ❥✉st✐✜é❡s ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✳
• Pr♦✉✈♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❍(C1) = α ❡st s✐♥❣✉❧✐❡r ❞❛♥s J ✳
❉❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ t η✲❧♦♥❣ ❛ss♦❝✐é à J ✱ ❧❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s ❥✉st✐✜❛♥ts ♣♦✉r C1 ❡t ♣♦✉r C2 ♦♥t
t♦✉s ♠ê♠❡ t②♣❡ ❣râ❝❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✳✸✵✱ à ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✸✳✹✳✸✶ ❡t ❛✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✳✸✸✳
▲✬❛❞r❡ss❡ ❞✉ ❞❡r♥✐❡r ❛♣♣❡❧ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✳✷✾✱ ♣❛r
❝♦♥séq✉❡♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr♦✐s ❝❛s s✉r ❧❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s ❥✉st✐✜❛♥ts ❛ ♣r✐♦r✐
✕ ❈❡ s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s η✲❧♦♥❣✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ♣♦✉r C2 ✐❧s s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ λ⋆x.u✱ ♠❛✐s
♣❛s ♣♦✉r C1✳ ❉❡ ♣❧✉s ♣♦✉r C1 ❝❡s t❡r♠❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛♣♣❧✐q✉és✳ ❖r ❞❛♥s t ✐❧s ♦♥t
♠ê♠❡ t②♣❡ ❡t r❡st❡♥t η✲❧♦♥❣s✳ ❈✬❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳
✕ ❈❡ s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (x) t1 . . . tk✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❞❛♥s C2 ❝❡s t❡r♠❡s
s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉és✱ ♠❛✐s ♣❛s ❞❛♥s C1✳ ❖r ❞❛♥s t ✐❧s ♦♥t ♠ê♠❡ t②♣❡ ❡t ❝♦♠♠❡ t ❡st η✲❧♦♥❣
❝✬❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳
✕ ❉♦♥❝ ❝❡ s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❆❧♦rs ❞❛♥s C2 ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡s✱ ❝❛r ❝♦♠♠❡ ❡❧❧❡s ♦♥t ✉♥
t②♣❡ ✢è❝❤❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬❛❧❧♦♥❣❡r ❧✬❛❞r❡ss❡ ♣❛r 1 ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♣♦✐♥t
P ′2 = (c :: [1], x, j) ❞♦♥t ❧❛ ❝❧❛ss❡ s❡r❛ ❥✉st✐✜é❡ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❡t ❞♦♥❝ r❡♥✈♦✐❡ ❞❡s
✼✷
(y) v1✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s ♦❜t❡♥✉s s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❛♣♣❡❧ ❡st
♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ([0], λ⋆y.E)✳ ●râ❝❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✳✷✼✱ Φ(C2) = ϕ([0], λ⋆y.E)✳
P✉✐s ❣râ❝❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✳✸✹✱ Φ(❈❧J(P ′2)) = ϕ([0, 1], λ
⋆y.E)✳ ❊♥✜♥ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♥♦✉s
✈♦②♦♥s q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s ❥✉st✐✜❛♥t ❝♦♥t✐❡♥t ❜✐❡♥ ❞❡s (y) v1✳
▼❛✐s ❞❛♥s C1 ❛✉❝✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥✬❛♣♣❛r❛ît✳ ❊♥ ❡✛❡t s✐♥♦♥ ❡❧❧❡s ♥❡ s❡r❛✐❡♥t ♣❛s ❛♣♣❧✐✲
q✉é❡s ❝❛r ❡❧❧❡s ♦♥t ♣♦✉r t②♣❡ ✉♥ ❛t♦♠❡ ❡t ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s t ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦♥t t♦✉t❡s ❧❡
♠ê♠❡ t②♣❡✱ ❝✬❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ t②♣❡ ✢è❝❤❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡ C2 ✭❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ét❛♥t
❛♣♣❧✐q✉é❡s✮✱ ♠❛✐s ❛❧♦rs ✐❧ ② ❛✉r❛✐t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❞❡ t②♣❡ ✢è❝❤❡✱ ❝❡ q✉✐
❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳
◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ α ❡st s✐♥❣✉❧✐❡r ❞❛♥s J ✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ ❝❧❛ss❡✱ C1✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❛♣♣❡❧
❞❡ Φ(C1) ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ([0], {λ⋆x.u}) ❛✈❡❝ x 6∈ u✳ ❆✐♥s✐ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❍(C1) = α
❡st ✉♥ ❛t♦♠❡✱ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s s❛✈♦♥s✱ ❡t ❡st s✐♥❣✉❧✐❡r✳
• Pr♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❝❧❛ss❡ Cs ❞❡ SJ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣♦✐♥t Pa ❞❡ Cs t❡❧
q✉❡ Pa ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ J ❡t s✐ ❍SJ(Cs) ❡st ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ❛❧♦rs ❍J(Pa) ❡st ❧❛ ♠ê♠❡
✢è❝❤❡✳
Pr❡♥♦♥s P ✉♥ ♣♦✐♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ Cs✳ ❙✐ ❝✬❡st ❞é❥à ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ J ❛❧♦rs ❝✬❡st ❝❧❛✐r✳ ❈✬❡st
❧❡ ❝❛s ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❝❧❛ss❡s (e, k)✱ ❝❛r α ❡st s✐♥❣✉❧✐❡r ❡t ❞♦♥❝ ❧❡ t②♣❡ ❞❡s t❡r♠❡s ♥✬❡st
♣❛s ♠♦❞✐✜é ♣❛r S✳
❙✐♥♦♥ ♥♦t♦♥s (e, y, k) ❧❡ ♣♦✐♥t P ✳ ❙♦✐t e˙ ❧❛ s♦✉s✲❛❞r❡ss❡ ❧❛ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ ❞❡ e t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r
t♦✉t❡ s♦✉s✲❛❞r❡ss❡ str✐❝t❡ e′ ❞❡ e˙ (e′, x, j) ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ J ✭❛✉ ♣✐r❡✱ e˙ = []✮✳ ▲✬❛❞r❡ss❡
e˙ ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ e✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s h(e˙, τ(tk))✱ ✐❧ ② ❛ tr♦✐s ❝❛s ❛ ♣r✐♦r✐
✕ ❝✬❡st ✉♥❡ ✢è❝❤❡✳ ■♠♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛r s✐♥♦♥ ♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ♣r❡♥❞r❡ e˙ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❝❛r ❧❛
✢è❝❤❡ ♥✬❡st ♣❛s tr❛♥s❢♦r♠é❡ ♣❛r S✳
✕ ❈✬❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ α✳ ❈♦♠♠❡ ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s tr❛♥s❢♦r♠é❡ ♣❛r S✱
♥♦✉s ❛✉r✐♦♥s e = e˙ ❝❛r ✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛❧❧♦♥❣❡r ❝❡tt❡ ❛❞r❡ss❡ ❞❛♥s SJ ✱ ❝❡ q✉✐ ❡st
✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳
✕ ❉♦♥❝ ❝✬❡st ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ α✳ ◆é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t e˙ ❡st c ❡t ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✉ ♣♦✐♥t (e˙, y, k)
❡st C1 ♣❛r s✐♥❣✉❧❛r✐té ❞❡ α ❡t ❞♦♥❝ y = x✳ ❆❧♦rs e = c :: c′✱ c′ ét❛♥t ✉♥❡ ❛❞r❡ss❡
❞❛♥s ❧❡ t②♣❡ T ✱ ❝❛r α ❡st tr❛♥s❢♦r♠é ❡♥ T ✳ ▲❡ tr✐♣❧❡t (e, x, j) ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ J ❝❛r
P2 = (c, x, j) ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t t❡❧ q✉❡ f(c, τj) ❡st T ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝
♣r❡♥❞r❡ Pa = (e, x, j)✳ ❈❡ ♣♦✐♥t ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ SJ ✱ q✉✐ ❡st ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ P ✱ s♦✐t
Cs ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡✳
• Pr♦✉✈♦♥s ✜♥❛❧❡♠❡♥t q✉❡ SJ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡s ❝❧❛ss❡s✳
✕ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t r❡st❡ t♦✉❥♦✉rs ✈r❛✐✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡s t②♣❡s ❞♦♥♥és ❞❛♥s
J ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à r❡♠❛rq✉é✳
✕ ❚♦✉t❡s ❧❡s ❝❧❛ss❡s s♦♥t ❥✉st✐✜é❡s ❣râ❝❡ à ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ♣r♦✉✈❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✐t
Cs ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❛♥s SJ ✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣♦✐♥t Pa ❞❛♥s Cs t❡❧ q✉❡ Pa s♦✐t ❛✉ss✐ ✉♥
♣♦✐♥t ❞❡ J ✳ ❖r ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ Pa ❞❛♥s J ❡st ❥✉st✐✜é❡✱ ❞♦♥❝ ❞❛♥s SJ ❛✉ss✐
✭❧❛ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞✉ t②♣❡✮✳
✕ ❙✐ Cs ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ Φ(Cs) ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ([0], {λ⋆x.u}) ❛✈❡❝ x 6∈ u ❛❧♦rs ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡
♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ C ❞❡ Pa ❞❛♥s J ✳ ❆❧♦rs ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❍J(C) ❡st ✉♥ ❛t♦♠❡ b ❡t
b ❡st s✐♥❣✉❧✐❡r ❞❛♥s J ✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝❡t ❛t♦♠❡ ♣❛r ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡st ❍SJ(Cs)✳
❙✐ ❍SJ(Cs) ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❛t♦♠❡✱ ❝✬❡st q✉❡ b = α ❡t ❞♦♥❝ P2 ❡st ❞❛♥s Cs ♣❛r s✐♥❣✉❧❛r✐té
✼✸
❞❡ α✳ ❖r ❍(P2) ❡st ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞♦♥❝ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛✈♦✐r x 6∈ u ♣♦✉r t♦✉s
❧❡s t❡r♠❡s ❞✉ ❞❡r♥✐❡r ❛♣♣❡❧ ✭✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❝♦♠♠❡ ♣❧✉s ❤❛✉t ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✉ ♣♦✐♥t
(c :: 1, x, tj) q✉✐ ❡st ❥✉st✐✜é❡ ♣♦✉r ✈♦✐r q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡s
❞♦♥❝ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t✮✳
❉♦♥❝ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❍SJ(Cs) ❡st ❧✬❛t♦♠❡ b ✭❝♦♠♠❡ ✐❧ ❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ α ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s
tr❛♥s❢♦r♠é ♣❛r S✮✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ♥❡ s♦✐t ♣❛s s✐♥❣✉❧✐❡r ❞❛♥s SJ ✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡
❝❧❛ss❡ C ′s ❞✐st✐♥❝t❡ ❞❡ Cs t❡❧❧❡ q✉❡ ❍SJ(Cs)❂❍SJ(C
′
s)❂❜✳ ❖r ✐❧ ❡①✐st❡ P
′
a ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡
C ′s q✉✐ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ J ✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ Pa ❡t P
′
a ❞❛♥s SJ s♦♥t ❞✐st✐♥❝t❡s
✭❝❡ s♦♥t Cs ❡t C ′s✮✱ ❡❧❧❡s ❧❡ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s J ✳
▼❛✐s ❝♦♠♠❡ b ❡st s✐♥❣✉❧✐❡r ❞❛♥s J ✱ ❍J✭❈❧(Pa)) = b ❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❍J✭❈❧(P ′a)✮✱ q✉✐
❞♦✐t êtr❡ tr❛♥s❢♦r♠é ❡♥ b ♣❛r S ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ s✉r C ′s✳ ❖r r✐❡♥ ♥✬❡st tr❛♥s❢♦r♠é ❡♥ b✱
❞♦♥❝ ❝✬❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳
❉♦♥❝ b ❡st s✐♥❣✉❧✐❡r ❞❛♥s SJ ✳
✕ ❙✐ ❍(Cs) ❡st ✉♥❡ ✢è❝❤❡ s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡ ❛❧♦rs ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❍(Pa) ✭Pa ét❛♥t
t♦✉❥♦✉rs ❧❡ ♣♦✐♥t ❞♦♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❛ été ♣r♦✉✈é❡ ♣❧✉s ❤❛✉t✮ ❡t ❝❡tt❡ ✢è❝❤❡ ❡st s✐♥❣✉❧✐èr❡
❡t ♥é❣❛t✐✈❡ ❞❛♥s J ✳ ❈✬❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ♥é❣❛t✐✈❡ ❞❛♥s SJ ❝❛r ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡
❛❞r❡ss❡✳ ❊t ❡❧❧❡ ❡st ❛✉ss✐ s✐♥❣✉❧✐èr❡ ❞❛♥s SJ ♣❛r ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡
❝✐✲❞❡ss✉s s✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s s✐♥❣✉❧✐èr❡✳
✕ ❙✐ ❍(Cs) ❡st ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❛❧♦rs ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❍(Pa) ❡t ❝❡tt❡
✢è❝❤❡ ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❛♥s J ✱ ❞♦♥❝ ❞❛♥s SJ ❛✉ss✐✳ ✷
❱♦✐❝✐ ❧❡ ♠ê♠❡ ❧❡♠♠❡ ♠❛✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✢è❝❤❡✳
▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✺✸ ❙♦✐t J ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥✉❣❡♠❡♥ts ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡s ❝❧❛ss❡s✳ ❙✉♣✲
♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣♦✐♥t P1 = (c, x, i) t❡❧ q✉❡ ❍(P1✮ s♦✐t ✉♥❡ ✢è❝❤❡ −?1 s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡
❡t ✉♥ ♣♦✐♥t P2 = (c, x, j) t❡❧ q✉❡ ❍(P2) ❡st ✉♥❡ ❛✉tr❡ ✢è❝❤❡  2 ✭s♦✐t s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡✱ s♦✐t
❧✐♥é❛✐r❡✮✳ ❙♦✐t S ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ q✉✐ tr❛♥s❢♦r♠❡ −?1 ❡♥  2✳ ❆❧♦rs SJ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❞❡s ❝❧❛ss❡s✳
Pr❡✉✈❡ ✿
• ■❧ ❡st t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❝❧❛✐r ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ −?1 ❡st s✐♥❣✉❧✐èr❡✳
Pr❡♥♦♥s ❧❡s ❝❧❛ss❡s C1❂❈❧J(P1) ❡t C2❂❈❧J(P2)✱ q✉✐ s♦♥t ❥✉st✐✜és✳
• Pr♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❝❧❛ss❡ Cs ❞❡ SJ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣♦✐♥t Pa ❞❡ Cs t❡❧
q✉❡ Pa ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ J ❡t s✐ ❍SJ(Cs) ❡st ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ❛❧♦rs ❍J(Pa) ❡st ❧❛ ♠ê♠❡
✢è❝❤❡✳
Pr❡♥♦♥s P ✉♥ ♣♦✐♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ Cs✳ ❈✬❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ J ✱ ❝❛r ❧❡s
❛❞r❡ss❡s ♥✬♦♥t ♣❛s ❝❤❛♥❣é✳ ❙✐ ❍SJ(Cs) ❡st ✉♥❡ ✢è❝❤❡✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❍J(P ) ♥✬❡st ♣❛s
✐❞❡♥t✐q✉❡✳
◆é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t S(❍J(P ))❂❍SJ(Cs)✱ ❞♦♥❝ ❍J✭P ✮❂−?1 ❡t ❍SJ(Cs)❂ 2✱ ❝❡ q✉✐ ❢❛✐t q✉❡
P ❡st ❞❛♥s C1 ♣❛r s✐♥❣✉❧❛r✐té ❞❡ −?1✳ Pr❡♥♦♥s ❛❧♦rs Pa = P2✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❍✭P2✮❂ 2
❡t P2 ❡st ❜✐❡♥ ❞❛♥s Cs ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✳
• Pr♦✉✈♦♥s ✜♥❛❧❡♠❡♥t q✉❡ SJ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡s ❝❧❛ss❡s✳
✕ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t r❡st❡ t♦✉❥♦✉rs ✈r❛✐✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡s t②♣❡s ❞♦♥♥és ❞❛♥s
J ✳
✕ ❚♦✉t❡s ❧❡s ❝❧❛ss❡s s♦♥t ❥✉st✐✜é❡s ♣❛r ❧❡ ♠ê♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳
✼✹
✕ ❙✐ Cs ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ Φ(Cs) ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ([0], {λ⋆x.u}) ❛✈❡❝ x 6∈ u ❛❧♦rs ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡
♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ C ❞❡ Pa ❞❛♥s J ✳ ❆❧♦rs ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❍J(C) ❡st ✉♥ ❛t♦♠❡ b ❡t
b ❡st s✐♥❣✉❧✐❡r✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝❡t ❛t♦♠❡ ♣❛r ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡st b✱ ❞♦♥❝ r❡st❡ ✉♥ ❛t♦♠❡✳
■❧ ❡st s✐♥❣✉❧✐❡r ♣❛r ❧❡ ♠ê♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳
✕ ❙✐ ❍SJ(Cs) ❡st ✉♥❡ ✢è❝❤❡ s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡ −? ❛❧♦rs ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❍J(Pa) ❡t
❝❡tt❡ ✢è❝❤❡ ❡st s✐♥❣✉❧✐èr❡ ❡t ♥é❣❛t✐✈❡ ❞❛♥s J ✳ ❈✬❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ♥é❣❛t✐✈❡ ❞❛♥s SJ
❝❛r ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❛❞r❡ss❡✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ s♦✐t ♣❛s s✐♥❣✉❧✐èr❡ ❞❛♥s SJ ✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ C ′s ❞✐st✐♥❝t❡
❞❡ Cs t❡❧❧❡ q✉❡ ❍SJ(Cs)❂❍SJ(C ′s)❂−?✳ ❖r ✐❧ ❡①✐st❡ P
′
a ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ C
′
s q✉✐ ❡st ❛✉ss✐
✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ J ✱ ❡t q✉✐ ❡st t❡❧ q✉❡ ❍J(P ′a) = −?✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ Pa ❡t P
′
a ❞❛♥s
SJ s♦♥t ❞✐st✐♥❝t❡s ✭❝❡ s♦♥t Cs ❡t C ′s✮✱ ❡❧❧❡s s♦♥t ❞✐st✐♥❝t❡s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s J ✳ ▼❛✐s ❧❛
s✐♥❣✉❧❛r✐té ❞❡ ❍J(Pa) ❡st ❛❧♦rs ❝♦♥tr❡❞✐t❡✳
✕ ❙✐ ❍(Cs) ❡st ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❛❧♦rs ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❍(Pa) ❡t ❝❡tt❡
✢è❝❤❡ ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❛♥s J ✱ ❞♦♥❝ ❞❛♥s SJ ❛✉ss✐✳ ✷
❱♦✐❝✐ ❡♥❝♦r❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ❧❡♠♠❡ ♠❛✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡
♣❛r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡✳
▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✺✹ ❙♦✐t J ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥✉❣❡♠❡♥ts ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡s ❝❧❛ss❡s✳ ❙✉♣✲
♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣♦✐♥t P1 = (c, x, i) t❡❧ q✉❡ ❍(P1) ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ α ❡t ✉♥
♣♦✐♥t P2 = (c, x, j) t❡❧ q✉❡ ❍(P2) ❡st ✉♥❡ ❛✉tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ β✳ ❙♦✐t S ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
q✉✐ tr❛♥s❢♦r♠❡ α ❡♥ β✳ ❆❧♦rs SJ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡s ❝❧❛ss❡s✳
Pr❡✉✈❡ ✿
Pr❡♥♦♥s ❧❡s ❝❧❛ss❡s C1❂❈❧J(P1) ❡t C2❂❈❧J(P2)✱ q✉✐ s♦♥t ❥✉st✐✜és✳
• ❘❡♠❛rq✉♦♥s ❥✉st❡ q✉❡ ♥✐ α ♥✐ β ♥❡ s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t s✐♥❣✉❧✐❡rs ❞❛♥s J ✳
• Pr♦✉✈♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❝❧❛ss❡ Cs ❞❡ SJ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣♦✐♥t Pa ❞❡ Cs t❡❧ q✉❡ Pa ❡st
❛✉ss✐ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ J ❡t s✐ ❍SJ(Cs) ❡st ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ❛❧♦rs ❍J(Pa) ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ ✢è❝❤❡✳
Pr❡♥♦♥s P ✉♥ ♣♦✐♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ Cs✳ ❈✬❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ J ✱ ❝❛r ❧❡s
❛❞r❡ss❡s ♥✬♦♥t ♣❛s ❝❤❛♥❣é✳ ❙✐ ❍SJ(Cs) ❡st ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ❛❧♦rs ❍J(P ) ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❛r ❧❡s
✢è❝❤❡s ♥✬♦♥t ♣❛s été ♠♦❞✐✜é❡s✱ ♥✐ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s t②♣❡s✳
• Pr♦✉✈♦♥s ✜♥❛❧❡♠❡♥t q✉❡ SJ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡s ❝❧❛ss❡s✳
✕ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t r❡st❡ t♦✉❥♦✉rs ✈r❛✐✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡s t②♣❡s ❞♦♥♥és ❞❛♥s
J ✳
✕ ❚♦✉t❡s ❧❡s ❝❧❛ss❡s s♦♥t ❥✉st✐✜é❡s ♣❛r ❧❡ ♠ê♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❝❡tt❡
sér✐❡✳
✕ ❙✐ Cs ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ Φ(Cs) ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ([0], {λ⋆x.u}) ❛✈❡❝ x 6∈ u ❛❧♦rs ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡
♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ C ❞❡ Pa ❞❛♥s J ✭q✉✐ ❡st ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✮✳ ❆❧♦rs ♣❛r
❤②♣♦t❤ès❡ ❍(C) ❡st ✉♥ ❛t♦♠❡ b ❡t b ❡st s✐♥❣✉❧✐❡r ❞❛♥s J ✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝❡t ❛t♦♠❡ ♣❛r
❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ r❡st❡ ✉♥ ❛t♦♠❡✳
❙✐ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ♠ê♠❡ ❛t♦♠❡ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st s✐♥❣✉❧✐❡r ♣❛r ❧❡ ♠ê♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t q✉❡ ❞❛♥s ❧❛
♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✳✺✷✳
❙✐ ❝✬❡st ✉♥ ❛t♦♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✱ ❝✬❡st q✉❡ b = α ❡t q✉❡ ❍(Cs)❂β✳ ❈♦♠♠❡ α ❡st s✐♥❣✉❧✐❡r
❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s q✉❡ C❂C1✳ P❛r s✉✐t❡✱ Cs ❝♦♥t✐❡♥t P2 ❡t ❞♦♥❝ s❛ ❝❧❛ss❡ ❣râ❝❡
à ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ Φ(Cs) ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ([0], {λ⋆x.u}) ❛✈❡❝ x 6∈ u✱ ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡
✼✺
♠ê♠❡ ♣♦✉r Φ(C2) ❡t ❞♦♥❝ β ❡st s✐♥❣✉❧✐❡r é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s J ✳
❆❧♦rs β ❡st s✐♥❣✉❧✐❡r ❞❛♥s SJ ✿ ♦♥ ❛ tr❛♥s❢♦r♠é α s✐♥❣✉❧✐❡r ❞❛♥s J ❡♥ β s✐♥❣✉❧✐❡r
❞❛♥s J ✱ ❡t ❧❛ ❝❧❛ss❡ Cs ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s C1 ❡t C2✳
✕ ❙✐ ❍(Cs) ❡st ✉♥❡ ✢è❝❤❡ s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡ ❛❧♦rs ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❍(Pa) ❡t ❝❡tt❡
✢è❝❤❡ ❡st s✐♥❣✉❧✐èr❡ ❡t ♥é❣❛t✐✈❡ ❞❛♥s J ✳ ❈✬❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ♥é❣❛t✐✈❡ ❞❛♥s SJ ❝❛r ✐❧
s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❛❞r❡ss❡✳ ❊t ❡❧❧❡ ❡st ❛✉ss✐ s✐♥❣✉❧✐èr❡ ❞❛♥s SJ ♣❛r ❧❡ ♠ê♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t
q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳
✕ ❙✐ ❍(Cs) ❡st ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❛❧♦rs ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❍(Pa) ❡t ❝❡tt❡
✢è❝❤❡ ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❛♥s J ✱ ❞♦♥❝ ❞❛♥s SJ ❛✉ss✐✳ ✷
◆♦t❡ ✸✳✹✳✺✺ ◗✉❛♥❞ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥✉❣❡♠❡♥ts J ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t q✉✬✉♥
s❡✉❧ t❡r♠❡ t✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s (c, x, t) ❡t (c, t) ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ J ✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱
♣❛r❧❡r ❞❡ ♣♦✐♥ts ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ♣❛r❧❡r ❞❡ ❝❧❛ss❡s✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♥♦✉s ❛❞♦♣t❡r♦♥s ❛❧♦rs
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts✳
❯♥ ❞❡r♥✐❡r ❧❡♠♠❡ ✿
▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✺✻ ❙♦✐t t ✉♥ t❡r♠❡ η✲❧♦♥❣✱ ❡t ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t η✲❧♦♥❣ ♣♦✉r t✳ Pr❡♥♦♥s
J ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❝❡ ❥✉❣❡♠❡♥t✳ ❙♦✐t P = (c, x, t) ✉♥ ♣♦✐♥t t❡❧ q✉❡ ❍(P ) ❡st
✉♥ ❛t♦♠❡ ❡t P ❡st ❥✉st✐✜é✳ ❆❧♦rs ❧❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s ❥✉st✐✜❛♥ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛♣♣❧✐q✉és ❡t ♥❡
s♦♥t ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ λ⋆x.u′✳
Pr❡✉✈❡ ✿ ◆é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s ❥✉st✐✜❛♥ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛♣♣❧✐q✉és✱ s✐♥♦♥ ✐❧s ❛✉✲
r❛✐❡♥t ✉♥ t②♣❡ ✢è❝❤❡✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t s✐ ❧❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s ❥✉st✐✜❛♥ts s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s η✲❧♦♥❣s✱
❝♦♠♠❡ ✐❧s ♦♥t ✉♥ t②♣❡ ❛t♦♠✐q✉❡ ✐❧s ♥❡ s✬é❝r✐✈❡♥t ♣❛s λ⋆x.u′✳ ❉❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s✱ ❧❡s
s♦✉s✲t❡r♠❡s ❥✉st✐✜❛♥ts ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ❥❛♠❛✐s êtr❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ λ⋆x.u′✳ ✷
✸✳✹✳✼ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✺✼ ◆♦✉s ❞✐r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ q✉✬✉♥ t❡r♠❡ t②♣é ✭η✲❧♦♥❣✮ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦✲
♣r✐été ❞❡s ❝❧❛ss❡s s✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❝❡ s❡✉❧ ❥✉❣❡♠❡♥t ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡s ❝❧❛ss❡s✳
➱♥♦♥ç♦♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✺✽ ❙♦✐t t ✉♥ t❡r♠❡ t②♣❛❜❧❡ t❡❧ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸ ❞♦♥♥❡ ♣♦✉r t ✉♥ ❛r❜r❡
❞❡ t②♣❛❣❡ η✲❧♦♥❣✳ ❆❧♦rs ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t à ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡s ❝❧❛ss❡s✳
Pr❡✉✈❡ ✿ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ t✳
✶✳ t = λx.t′ ✿ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t {[x : τ, xi : τi ; yj : γj ] ⊢ t′ : θ} ❞♦♥♥é ♣❛r
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡s ❝❧❛ss❡s✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs
{[xi : τi ; yj : γj ] ⊢ λx.t
′ : τ → θ}✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡s ❝❧❛ss❡s
❡st ✈ér✐✜é❡✳
✷✳ t = λ◦x.t′ ✿ ✐❞❡♠✳
✸✳ t = (x) t1 . . . tn ✿ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s J0 ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥✉❣❡♠❡♥ts ❞♦♥♥és ♣♦✉r ❧❡s ti✳
❆❧♦rs ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❥✉❣❡♠❡♥ts ❞❡ J0 ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡s ❝❧❛ss❡s✳ ◆♦✉s
s✉♣♣♦s♦♥s ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ti ❡st t②♣é ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡
✼✻
❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡ ❞✐st✐♥❝t❡s✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ ❛❧♦rs ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ J0 ✈ér✐✜❡ ❧❛
♣r♦♣r✐été ❞❡s ❝❧❛ss❡s✳
• ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡✱ ❧✬ét❛♣❡ ❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ♣❛s✲
s❛❣❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥✉❣❡♠❡♥ts ❡♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥✉❣❡♠❡♥ts t❡❧s q✉❡ ♣ré✈✉s ❞❛♥s ❧❡s
❧❡♠♠❡s ✸✳✹✳✺✷✱ ✸✳✹✳✺✸ ❡t ✸✳✹✳✺✹✳ ❉♦♥❝ à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❡st ✈ér✐✜é❡✳
❆✐♥s✐ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥✉❣❡♠❡♥ts
q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❡t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❝♦♠♠✉♥❡s ♦♥t ❧❡✉r t②♣❡
✉♥✐✜é✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞❡ t = (x) t1 . . . tn✱ ♦ù t♦✉t❡s ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ♦♥t ❧❡ t②♣❡ ♦❜t❡♥✉ à ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ✭s✐ x ♥✬❡st ♣❛s ❧✐❜r❡✱ ♦♥
❧✉✐ ❞♦♥♥❡ ❝♦♠♠❡ t②♣❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❢r❛î❝❤❡✮✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞❡ t ✐❞❡♥t✐q✉❡ s❛✉❢ ♣♦✉r ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
x ❞♦♥t ❧❡ t②♣❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡s t②♣❡s ❞❡s ti ♦❜t❡♥✉s ❛♣rès ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥
❡t ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ β✳
❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❥✉❣❡♠❡♥ts ❧❡ t②♣❡ ❞❡ t ❡st β✳ ❈❡s ❥✉❣❡♠❡♥t ✈ér✐✜❡♥t t♦✉s ❞❡✉①
❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡s ❝❧❛ss❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❡ t②♣❡ ❞❡ t ét❛♥t β✱ ❧❡ s❡✉❧ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
(c, t) ❡st ([], t)✳ ❊♥s✉✐t❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (c, y, t) ❛✈❡❝ y ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ x ❧❛
❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞❡s ti✳ P♦✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (c, x, t)
✕ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❥✉❣❡♠❡♥t x ❡st tr❛✐té ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
✕ ❞❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❥✉❣❡♠❡♥t✱ ❧❡ t②♣❡ ❞♦♥♥é à x ❡st τ1  1 . . . τn  n β✳ ❈❡ t②♣❡ ❛ ❜✐❡♥
❧❛ ♣r♦♣r✐été ❙P■◆ ❣râ❝❡ à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ❛❞r❡ss❡s s❡ r❛♣♣♦rt❡♥t
à ❞❡s ❛❞r❡ss❡s ❞❛♥s ❧❡s t②♣❡s τi ❞❡s ti✱ ❞✬❛✉tr❡s s❡ r❛♣♣♦rt❡♥t ❛✉① ✢è❝❤❡s i ♦✉
à β✳
❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s ❧❡s ♣♦✐♥ts s♦♥t ❛❧♦rs ❥✉st✐✜és✱ ❡t ❧❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés s♦♥t ❝♦♥s❡r✈é❡s✳
▲❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t (c, y, t) ❛✈❡❝ y ✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s ti à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
ét❛♣❡ ❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✳
• ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ét❛♣❡ ❡st ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ x ♦❜t❡♥✉ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
ét❛♣❡ ❛✈❡❝ ❧❡ t②♣❡ ❢♦r♠é ♣❛r ❧❡s t②♣❡s ❞❡s ti ♦❜t❡♥✉s ❡t β✳ Pr❡♥♦♥s ❝♦♠♠❡ ♥♦✉✈❡❧
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥✉❣❡♠❡♥ts ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❞❡✉① ❥✉❣❡♠❡♥ts ❞é❝r✐ts ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡
✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡s ❝❧❛ss❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s ❧❡♠♠❡s ✸✳✹✳✺✷✱ ✸✳✹✳✺✸
❡t ✸✳✹✳✺✹ ♣♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉✬à ❧❛ ✜♥ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞❡✉① ❥✉❣❡♠❡♥ts ✐❞❡♥t✐q✉❡s q✉✐
✈ér✐✜❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡s ❝❧❛ss❡s✳ ❉♦♥❝ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❡st ✈ér✐✜é❡✳
✹✳ t = (c) t1 . . . tn ✿ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ✭✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✮ s❡ ❢❛✐t
❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✳ P♦✉r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ét❛♣❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ t❡r♠❡ t
❛✈❡❝ ❧❡s t②♣❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❜t❡♥✉s à ❧✬ét❛♣❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✭t ét❛♥t ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❞❡ t②♣❡
❛t♦♠✐q✉❡✮✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❡st ✈ér✐✜é❡✳ ❖♥ ✉♥✐✜❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ c ❛✈❡❝ ❧❡
t②♣❡ ❢♦r♠é à ♣❛rt✐r ❞❡s t②♣❡s ❞❡ ti ❞♦♥♥és ❛♣rès ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❡t ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡✳ P✉✐sq✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ t❡r♠✐♥❡ ❛✈❡❝ s✉❝❝ès✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ t r❡st❡
❞❡ t②♣❡ ❛t♦♠✐q✉❡ ❡t ❡st η✲❧♦♥❣ ❛♣rès ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐✜❝❛t❡✉r✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡
❧✬✉♥✐✜❝❛t❡✉r tr❛♥s❢♦r♠❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❡♥ ❞❡s t②♣❡s ✢è❝❤❡s✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ ♦❜t❡♥✉ ♥✬❡st
♣❧✉s η✲❧♦♥❣ ✭❝❛r ❧❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s ❥✉st✐✜❛♥ts ❞✬✉♥ t②♣❡ ❛t♦♠✐q✉❡ ♥❡ s♦♥t ♥✐ ❛♣♣❧✐q✉é❡s
✼✼
♥✐ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ λ⋆x.u✮✱ ❞♦♥❝ ❝✬❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ❆✐♥s✐ t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts s♦♥t ❥✉st✐✜és✳ ■❧
❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❡s ✢è❝❤❡s s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡s✱ ét❛♥t s✐♥❣✉❧✐èr❡s ❛✈❛♥t ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✱ r❡st❡♥t
✐♥❝❤❛♥❣é❡s ❡t s✐♥❣✉❧✐èr❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ✢è❝❤❡s s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❡t ♦♥t
♠ê♠❡ ♣♦❧❛r✐té q✉✬❛✈❛♥t ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✳ ▲❡s ♣♦✐♥ts P ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❛♣♣❡❧ à
Φ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ([0], {λ⋆x.u}) ❛✈❡❝ x 6∈ u s♦♥t t❡❧s q✉❡ ❍(P ) ❡st ✉♥ ❛t♦♠❡ a ❡t a
❡st s✐♥❣✉❧✐❡r ❛✈❛♥t ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♥❡ t♦✉❝❤❡ ♣❛s à ❝❡t ❛t♦♠❡✱ ❝❡❧❛
r❡st❡ ❧❡ ❝❛s ❛♣rès ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✳
❉♦♥❝ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❡st ✈ér✐✜é❡✳
✺✳ t = (λ⋆x1 . . . xm(. . . ) . . . ) t1 . . . tm ✿ t♦✉t s❡ ❢❛✐t ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✳ ◆♦✉s
r❡♠❛rq✉♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t q✉✬✐❧ ② ❛ m + 1 ❥✉❣❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
ét❛♣❡ ✭♥♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ❡♥ ❡✛❡t ❧❡ t❡r♠❡ λ⋆x1 . . . xm(. . . ) . . . ✮✳ ✷
◆♦✉s t❡r♠✐♥♦♥s ❡♥✜♥ ♣❛r ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s t②♣❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉①
❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧✱ s❛♥s ✢è❝❤❡s s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡s✳
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✹✳✺✾ ❙♦✐t t ✉♥ t❡r♠❡ t②♣❛❜❧❡ η✲❧♦♥❣ ❞❡ t②♣❡ T ✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
❛❞r❡ss❡ c t❡❧❧❡ q✉❡ f(c, T ) ❛ ♣♦✉r têt❡ → ❡t q✉❡ c ❡st ♥é❣❛t✐✈❡✳ ❆❧♦rs t ❡st t②♣❛❜❧❡ ✭η✲❧♦♥❣✮
❞❡ t②♣❡ T ′ ♦ù T ′ ❡st T ♦ù ❧✬♦♥ ❛ r❡♠♣❧❛❝é ❧❛ ✢è❝❤❡ → ❡♥ ⊸✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r ♣♦✉r
t②♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ à t♦✉t t❡r♠❡ η✲❧♦♥❣ ❧❡ t②♣❡ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧
t♦✉t❡s ❧❡s ✢è❝❤❡s s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡s s♦♥t ❝❤❛♥❣é❡s ❡♥ →✳
Pr❡✉✈❡ ✿ ❈♦♠♠❡ t ❡st t②♣❛❜❧❡ η✲❧♦♥❣✱ s♦♥ t②♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ TP ❡st η✲❧♦♥❣✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ S t❡❧❧❡ q✉❡ STP❂T ✳ P❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ TP ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ✢è❝❤❡ →
♥é❣❛t✐✈❡✳ ❉♦♥❝ S tr❛♥s❢♦r♠❡ ✉♥❡ ✢è❝❤❡ s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡ −?1 ❡♥ →✱ ♦✉ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡
α ❡♥ ✉♥ t②♣❡ A ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❛ ✢è❝❤❡ →✳
❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ❝♦♠♠❡ −?1 ❡st ✉♥✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❤❛♥❣❡r S ❡♥ S′ q✉✐ ❡st S ❛✈❡❝
❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ −?1 ❡st⊸✳ ❆❧♦rs S′TP = T ′ ❡t t ❡st ❜✐❡♥ t②♣❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ T ′✳
❉❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s✱ ♣r♦✉✈♦♥s q✉❡ α ❡st ✉♥✐q✉❡✳ ❉❛♥s TP ✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❛❞r❡ss❡ c ♣♦✉r α✳
▲❡ ♣♦✐♥t P ❡st ❥✉st✐✜é ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡t ❧❡s t❡r♠❡s ❞✉ ❞❡r♥✐❡r ❛♣♣❡❧ s♦♥t
η✲❧♦♥❣✳ ▲❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s ❥✉st✐✜❛♥ts s♦♥t ❞❡ t②♣❡ α✳ ▲✬❛❞r❡ss❡ ❞✉ ❞❡r♥✐❡r ❛♣♣❡❧ ♥✬❡st ♣❛s
[]✱ ❝❛r ❛❧♦rs ❧❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s ❥✉st✐✜❛♥ts s♦♥t ❛✉ss✐ η✲❧♦♥❣s✱ ♦r ❛✈❡❝ ❧❡ t②♣❡ T ✱ ❝❡s t❡r♠❡s
♦♥t ✉♥ t②♣❡ ✢è❝❤❡✳ ❉♦♥❝✱ ❧❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s ❥✉st✐✜❛♥ts s♦♥t s♦✐t ❞❡s (x) t1 . . . tk s♦✐t ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❈❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ (x) t1 . . . tk✱ ❝❛r ❛✈❡❝ ❧❡ t②♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ ✐❧s ♦♥t ♣♦✉r t②♣❡
α ❡t ❞♦♥❝ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛♣♣❧✐q✉és✳ ❖r ♣♦✉r T ✐❧s ♦♥t ✉♥ t②♣❡ ✢è❝❤❡ ❡t t ❡st η✲❧♦♥❣✳ ❉♦♥❝
✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❛♣♣❡❧ ét❛♥t ([0], {λ⋆x.u})✳ ◆é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s x
♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❡s t❡r♠❡s u✱ ❝❛r s✐♥♦♥ ❡❧❧❡s ♥❡ s❡r❛✐❡♥t ♣❛s ❛♣♣❧✐q✉é❡s✱ ♠❛✐s ♣♦✉r
T ❡❧❧❡s ♦♥t ✉♥ t②♣❡ ✢è❝❤❡✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ ❛❧♦rs q✉❡ α ❡st ❜✐❡♥
s✐♥❣✉❧✐❡r✱ ❞♦♥❝ ✉♥✐q✉❡ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ♣❛r❧♦♥s q✉❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡✳
❈♦♠♠❡ α ❡st ✉♥✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣r❡♥❞r❡ S′ q✉✐ ❡st S ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ α ❡st tr❛♥s❢♦r♠é
❡♥ A′✱ q✉✐ ❡st A ♦ù ❧❛ ✢è❝❤❡ → ❛ été tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ⊸✳ ❆❧♦rs S′TP❂T ′✱ ❡t t ❡st ❜✐❡♥
t②♣❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ T ′✳ ✷
✸✳✺ ▲❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❆❈●s
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝r✐t ✉♥ λ✲❝❛❧❝✉❧✱ s✉r ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥♥é ❞❡s ♣r♦♣r✐étés
s✉r ❧❡ t②♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❢r❛❣♠❡♥ts✳ ▼❛✐s q✉✬❡♥ ❡st✲✐❧ ❞❡s ❆❈●s✱ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡sq✉❡❧❧❡s ❛ été ❞é✜♥✐ ❝❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❄
▲❡ ❧✐❡♥ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à s✐❣♥❛❧é✱ ❧❡s ❆❈●s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s à
❧✬♦r✐❣✐♥❡ s✉r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❡t ❧❡ ♠❛♥q✉❡ ❞✬❡①♣r❡ss✐✈✐té ♣♦✉r ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❛ ♠♦t✐✈é
❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ✈❡rs ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♣✉✐s ❞❡✉① ✢è❝❤❡s✳ ❙✐
❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡t ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❡♥ s♦✐✱ ❡❧❧❡ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ♣♦sé❡ ❧♦rs
❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❆❈●s✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❆❈●s ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❉❡✉① s✐❣♥❛t✉r❡s✱ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❛❜str❛✐t❡ ❡t ❧❛
s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❜❥❡t✱ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ✭✈♦✐r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✱ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✶ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✮✳
❈✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s✐❣♥❛t✉r❡✱ ❡t ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐✳
❊♥s✉✐t❡ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ❧❡①✐q✉❡✳ P♦✉r ❞♦♥♥❡r t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥♥❡r ❧✬✐♠❛❣❡
❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❛❜str❛✐t❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡s t②♣❡s ❛t♦♠✐q✉❡s✳
❖♥ ❞♦✐t ❛❧♦rs ❡♥s✉✐t❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ✈ér✐✜❡ s❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥✱ à
s❛✈♦✐r q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ t♦✉t t❡r♠❡ t ❡st t②♣❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ t✳ P♦✉r ❢❛✐r❡
❝❡❧❛✱ ♦♥ ❞♦✐t ♣♦✉✈♦✐r ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥ t②♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✉ t❡r♠❡ ✐♠❛❣❡✱ ❡t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝❡ t②♣❡
❡st ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ t✳
■❧ ② ❛ ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ q✉✐ ❡st ❞❡ ♥❡ ❞♦♥♥❡r
q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✱ ♠❛✐s ♣❛s ❞❡s t②♣❡s ❛t♦♠✐q✉❡s✱ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛②❛♥t ♣♦✉r ❜✉t ❞❡
tr♦✉✈❡r ❣râ❝❡ à ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❧❡ ❧❡①✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡t✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ r❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs
à ✉♥✐✜❡r ❧❡s t②♣❡s q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡s t②♣❡s ❛t♦♠✐q✉❡s✳
❙♦②♦♥s ♣❧✉s ♣ré❝✐s ✿ ◆♦t♦♥s ci ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❛❜str❛✐t❡✱ ❡t ti ❧❡✉r ✐♠❛❣❡
♣❛r ❧❡ ❧❡①✐q✉❡✳ ◆♦t♦♥s ❡♥s✉✐t❡ Ti ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ✭q✉✐ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❞❡ t②♣❡✮✱ ❡t Pi ❧❡ t②♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡s ti ✭q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡✮✳ ◆♦✉s
❞❡✈♦♥s ❛✈♦✐r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ Ti ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞❡ Pi✳
▲✬✐♠❛❣❡ T ′ = L(T ) ❞✬✉♥ t②♣❡ T ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ T ✱ ❡♥ r❡♥♦♠♠❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s t②♣❡s
❛t♦♠✐q✉❡s A ❡♥ A′ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ■❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s A′✱ q✉✐ s♦♥t ❧❡s
✐♠❛❣❡s ❞❡s t②♣❡s ❛t♦♠✐q✉❡s A✳
❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❣❛❧✐tés T ′i = Pi q✉❡ ❧✬♦♥ ❞♦✐t ✉♥✐✜❡r✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡ s❡
tr♦✉✈❡♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❞❛♥s T ′i ❡t ❞❛♥s Pi✳
▲❡s t❡r♠❡s η✲❧♦♥❣ ♦♥t ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡s ❆❈●s✱ ❧♦rsq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❢❛✐r❡
❧✬❛♥❛❧②s❡ s②♥t❛①✐q✉❡✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ t❡r♠❡ ♦❜❥❡t u✱ q✉❡❧s
s♦♥t ❧❡s t❡r♠❡s ❛❜str❛✐ts t ❞❡ t②♣❡ S t❡❧s q✉❡ L(t) = u ❄
❉❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✱ ét❛♥t ❞♦♥♥és Γ ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❛❜str❛✐t✱ v ✉♥ t❡r♠❡ ♦❜❥❡t η✲❧♦♥❣
❡t β✲♥♦r♠❛❧✱ ❡t α ✉♥ t②♣❡ ❛❜str❛✐t✱ ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥ t❡r♠❡ ❛❜str❛✐t t t❡❧ q✉❡ Γ ⊢ t : α ❡t
L(t) =βη u✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ r❡✈✐❡♥t à rés♦✉❞r❡ ❞✬ét❛♣❡ ❡♥ ét❛♣❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ✭❝✬❡st à ❞✐r❡
❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ t❡r♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ s❛♥s ✈❛r✐❛❜❧❡✮✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✱
❡t ✉♥ s❡♠✐✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❞♦♥♥é ♣❛r ❍✉❡t ✭❝❢ ❬❍✉❪✮ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ❢♦r♠❡s η✲❧♦♥❣✉❡s
❞❡s t❡r♠❡s✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❡ t❡r♠❡ ♦❜❥❡t ❡st ❝♦♥s✐❞éré η✲❧♦♥❣✳
✼✾
❈❍❆P■❚❘❊ ✹
❯◆ ❉➱▼❖◆❙❚❘❆❚❊❯❘ ●➱◆➱❘■◗❯❊
❆✜♥ ❞✬êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❥✉st✐✜❡r ❧❡s rè❣❧❡s ❞é❝r✐t❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ r❡str❡✐♥t✱ ✐❧ ❛ ❢❛❧❧✉
✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ✉♥ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ❝♦♥ç✉ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s s♣é❝✐✜❝✐tés ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ▲❡s ♣r❡✲
♠✐èr❡s t❡♥t❛t✐✈❡s ♦♥t été ❢❛✐t❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ t❛❝t✐q✉❡ tr✐✈✐❛❧ ❞❡ ❧✬❛ss✐st❛♥t ❞❡ ♣r❡✉✈❡
P❤♦❳ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘❛✛❛❧❧✐✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❛ t❛❝t✐q✉❡ tr✐✈✐❛❧ ❞❡ P❤♦❳ ♥✬❛ ♣❛s ♣♦✉r ✈♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧❡s ❜✉ts ♣r♦✈❡♥❛♥t
❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ r❡str❡✐♥t✳ ■❧ ❛ ♣✉ êtr❡ ♦❜s❡r✈é q✉❡ ♠❛❧❣ré ❧✬é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡
❝❡rt❛✐♥❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s✱ P❤♦❳ s❡ tr♦✉✈❛✐t ✐♥❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❧❡s ❥✉st✐✜❡r✳
❉❡✉① ❝❤♦s❡s ♣♦✉✈❛✐❡♥t êtr❡ ♠✐s❡s ❡♥ ❝❛✉s❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ q✉✐ ét❛✐t ❞♦♥♥é❡
à ♣r♦✉✈❡r✳ ❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♣♦✉✈❛✐t êtr❡ tr♦♣ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❡t êtr❡ s✐♠♣❧✐✜é❡✳ ❈✬❡st
✉♥❡ ❞❡s ❝❤♦s❡s q✉✐ ❛ été ❢❛✐t❡s ❞✉r❛♥t ❝❡ tr❛✈❛✐❧ s✉r ❧❡ ♣r♦❥❡t ✭✈♦✐r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✮✳
▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝❤♦s❡ ❡st ❧❛ t❛❝t✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r✳ ▲❛ t❛❝t✐q✉❡ tr✐✈✐❛❧ ❞❡
P❤♦❳ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ❡t ♥é❝❡ss✐t❡ ❡♥tr❡
❛✉tr❡s ❞❡ r❡t♦✉r♥❡r ❡♥ ❛rr✐èr❡ ✭❧❡ ❜❛❝❦✲tr❛❝❦✐♥❣✮ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❧♦rsq✉❡ ✉♥❡
❜r❛♥❝❤❡ ❡①♣❧♦ré❡ s✬❛✈èr❡ ♠❛✉✈❛✐s❡✳ ▲❛ ✈♦❧♦♥té ❞✬é✈✐t❡r ❧❡ ❜❛❝❦✲tr❛❝❦✐♥❣ ❡t ❛✉ss✐ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡r
❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❛❝q✉✐s❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♦♥t ♠♦t✐✈é ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥✳
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♥♦✉s s♦♠♠❡s ♣❛rt✐s ❞❡ ❧✬✐❞é❡ q✉❡ ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ❢❛✐t❡s ❡♥ ❧❛♥❣✉❡
♥❛t✉r❡❧❧❡ ♥❡ s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❞❡ ♣❡t✐t❡s ét❛♣❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ét❛♥t ❢❛✐t❡ ♣♦✉r
q✉❡ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ♣✉✐ss❡ ❧❛ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡st✐♠❡r q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s
❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t à ❢❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ ét❛♣❡ à ❧✬❛✉tr❡✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ q✉❡ ❝❡❝✐
✈❛r✐❡ s❡❧♦♥ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ♣❡rs♦♥♥❡ q✉✐ ❢❛✐t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡t ❞✉ ❧❡❝t❡✉r✳
❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s ❧❛ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛s ❞✬❡♥✲
tr❡r ♣r♦❢♦♥❞é♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s✳ ❈❡❝✐ ❛ ♠❡♥é à ❧✬✐❞é❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ♥♦♥ ♣❛s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s
❝♦♥t❡♥❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❛t♦♠✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ st❛♥✲
❞❛r❞ ♠❛✐s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ ♠✐s❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❝❧❛✉s❛❧❡ ♥✬❡st ♣❛s
♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ♠❛✐s s❡ ❢❛✐t ❞✉r❛♥t ❝❡❧❧❡✲❝✐✳
❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❞❡s ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥s ❛✜♥ q✉❡ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ❡♥
❝♦♠♣r❡♥♥❡ ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❡♥tr❛î♥❡ q✉❡ ❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ❞♦✐t êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ s✉✐✈r❡ ❧❡s
✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ❛♣♣♦rté❡s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s ❡t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❡✉t ♣❡r✲
♠❡ttr❡ ❝❡❧❛✳
❊♥✜♥ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❛rr✐✈és à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ❣é♥ér✐q✉❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✐♥❞é✲
♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡✳ ❈❡❧❛ ✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈♦❧♦♥té ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ✉♥ s②stè♠❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ❛✈❡❝ ❛✐s❛♥❝❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r s❛♥s ❛✈♦✐r
à ♠♦❞✐✜❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♥t❡r♥❡s ❞✉ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r✳ ❈❡❧❛ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ t❡st❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t
✽✵
❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r s✉r ❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s s✐♠♣❧❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❛✈❛♥t ❞❡
♣❛ss❡r ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✱ ♣✉✐s à ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s P❤♦❳✳
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞ét❛✐❧❧❡ ❧❡s ✐❞é❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣♦✉r ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r✱ q✉✐ ❛
été ❢❛✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❖❜❥❡❝t✐✈❡ ❈❛♠❧✳
❉❛♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ♥♦✉s ❡♥ ❞♦♥♥❡r♦♥s ❧❡s ✐❞é❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s✳ P✉✐s ❞❛♥s ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡
s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ♣❛r❧❡r♦♥s ❞❡s ❜❛s❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✐❧ r❡♣♦s❡✱ à s❛✈♦✐r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❧❡s
rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ◆♦✉s tr❛✐t❡r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s ♣♦✉r ❛✉❣♠❡♥t❡r
❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s ✜♥✐r♦♥s ♣❛r ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ♣❛r❧❛♥t ❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r
❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ❥✉sq✉✬à ❝❡ ❥♦✉r✱ ♦ù s❡r♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❡♥❝♦r❡ q✉❡❧q✉❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❛②❛♥t
♣♦✉r ❜✉t ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s r❛♣✐❞❡s✳
❉✬❛✉tr❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r s❡r♦♥t tr♦✉✈é❡s ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ■■■ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡
s♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ♣❧✉s ❞ét❛✐❧❧é✳
✹✳✶ ❈❡ q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡
■❧ ❡st ❜✐❡♥ ❝❡rt❛✐♥ q✉❡ ❧❛ ✈♦❧♦♥té ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r s✉s❝❡♣t✐❜❧❡
❞❡ ♣r♦✉✈❡r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❢♦r♠✉❧❡ ✈❛❧✐❞❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡
❥✉st✐✜❡r ❞❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ❡t ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ♣❛s ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ t❤é♦rè♠❡s✳ P❛r
❝♦♥séq✉❡♥t ✐❧ ❢❛✉t ❝❤❡r❝❤❡r à ❢❛✐r❡ ✉♥ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ s✉✐✈r❡ ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s q✉❡
❧✬♦♥ ♣❡✉t ❧✉✐ ❞♦♥♥❡r✱ ❡t ré♣♦♥❞r❡ ❧❡ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ♣♦s✐t✐❢ ❝♦♠♠❡
❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ♥é❣❛t✐❢✳
P♦✉r ré♣♦♥❞r❡ ✈✐t❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ♣♦s✐t✐❢✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ♣❛r✲
✈✐❡♥♥❡ à s✉✐✈r❡ ❧❡s ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞♦♥♥é❡s
♣❛r ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦②❡♥s ✿
✕ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞♦♥♥é à ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣❡✉t ✈❛r✐❡r s❡❧♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❝❡ s♦♥t ❞❡s
❤②♣♦t❤ès❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ✭❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♦♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♣♦✐❞s ❢❛✐❜❧❡✮ ♦✉ ✐♥✉t✐❧❡s ✭♣♦✐❞s é❧❡✈é✮✳
▲❡✉r ♣♦✐❞s ❢❛✈♦r✐s❡ ♦✉ ❞é❢❛✈♦r✐s❡ ❧❡✉r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✱ ❡t ❛✐♥s✐ ♣❧✉s ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡s ❜♦♥♥❡s
❤②♣♦t❤ès❡s ❡st ❢❛✐❜❧❡✱ ♣❧✉s ✈✐t❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♣❡✉t êtr❡ ❢❛✐t❡✳
✕ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣❛r ❞✬❛✉tr❡s✱ ♦✉ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s q✉❛♥t✐✲
✜é❡s ❛✈❡❝ ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❢❛✈♦r✐sé❡s ❣râ❝❡ à ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
P♦✉r ré♣♦♥❞r❡ ✈✐t❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ♥é❣❛t✐❢✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❞♦♣té❡ ❡st ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ❡t ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ q✉❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♥✬❛ ♣❛s été tr♦✉✈é❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t
♣❡r♠❡ttr❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡ ❞ét❛✐❧❧❡r ♣❧✉s s❛ ♣r❡✉✈❡✱ s♦✐t ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡s ét❛♣❡s✱ s♦✐t ❡♥
♣ré❝✐s❛♥t ❝❡ q✉✬✐❧ ✉t✐❧✐s❡ ❝♦♠♠❡ ❤②♣♦t❤ès❡✳
✹✳✶✳✶ ❉❡s ♣r❡✉✈❡s ❡♥ s✉r❢❛❝❡
■❧ ❡st ❡♥t❡♥❞✉ q✉❡ ❧✬❤✉♠❛✐♥ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞✬❛✈♦✐r ❡♥ têt❡ à t♦✉t ♠♦♠❡♥t ❧❛ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐té ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s q✉✬✐❧ ❛ ❡♥ s❛ ♣♦ss❡ss✐♦♥ ❧♦rsq✉✬✐❧ ❢❛✐t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡✳ ■❧ s❡
❝♦♥❝❡♥tr❡ s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡✱ ❡t ❞❡ ♣❧✉s ♥✬❡♥ ✉t✐❧✐s❡
♣❛s t♦✉s ❧❡s ❞ét❛✐❧s✳
❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs s❡ ❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r ✈❛❧✐❞❡r ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✱ ❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ❞♦✐t
♣é♥❛❧✐s❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡s tr♦♣ ♣r♦❢♦♥❞❡s ❞❛♥s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱ ❡t ❢❛✈♦r✐s❡r
✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❝♦✉rt❡ r❡st❛♥t ❡♥ s✉r❢❛❝❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✳
✽✶
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❝♦♠♠❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ✭❞ét❛✐❧❧é❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✮✳
▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♣r♦✉✈❡r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣❛r rés♦❧✉t✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡①tr❛✐r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r✲
♠✉❧❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✳ ●é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ❛✈❛♥t
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳ ▼❛✐s ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❛ ❢❛❧❧✉ ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ✉♥
❞é♠♦♥str❛t❡✉r q✉✐ ❢♦r♠❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ❡t ♥♦♥ ❛✉
♣ré❛❧❛❜❧❡✳
❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ♠❛♥✐♣✉❧é❡s ♣❛r ❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s
❞❡ ❧✐ttér❛✉① ❛t♦♠✐q✉❡s ✭❢♦r♠✉❧❡s ❛t♦♠✐q✉❡s ♦✉ ♥é❣❛t✐♦♥s ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❛t♦♠✐q✉❡s✮✱ ♠❛✐s
❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t ❛❧♦rs ❞é❝♦♠♣♦sé❡s✱ ❡t ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s
q✉❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ rè❣❧❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥
✹✳✷✳✷✳
✹✳✶✳✷ ▲✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ à ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡
▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈♦❧♦♥té ❞❡ ♥❡
♣❛s ❛✈♦✐r à ré✲✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ✉♥ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥
❛ss✐st❛♥t ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♣❡✉t é✈♦❧✉❡r✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ✉♥❡
s♦✉♣❧❡ss❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✳
❊♥ ❝♦♥tr❡ ♣❛rt✐❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❛❧♦rs ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣ré✲r❡q✉✐s à ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡
♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❧✬✉t✐❧✐s❡r ❡t ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r✳ ❱♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✶ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡
♣ré❝✐s✐♦♥s✳
Pr✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❡st ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ q✉✐ ♠❛♥✐♣✉❧❡ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s✳ ❊❧❧❡ ❞é✜♥✐t ❞♦♥❝ ❝❡
q✉✬❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✱ ❛ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❡t ❞é✜♥✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❡ q✉❡ s♦♥t ❧❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞❡ t♦✉t ♦r❞r❡✳ ❊❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ êtr❡
❧à ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♦✉ ❡♠♣ê❝❤❡r
❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❧✐ttér❛✉① ♥❡ ✈ér✐✜❛♥t ♣❛s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
✹✳✷ ▲❡s ❜❛s❡s
◆♦✉s r❡❞é✜♥✐ss♦♥s ✐❝✐ ❧❡s ❜❛s❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s r❡♣♦s❡ ❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r✱ à s❛✈♦✐r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡
❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳
✹✳✷✳✶ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥
▲❡s ♦✉✈r❛❣❡s tr❛✐t❛♥t ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ t❡❧s q✉❡ ❬❉❛◆♦❘❛❪✱ ❬❈❤❛▲❡❪ ❡t
❬❇❛●❛❪ ❞ét❛✐❧❧❡♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥✳ ▲✬✐❞é❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡st ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❛
❢♦r♠✉❧❡ à ♣r♦✉✈❡r ❡♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❛t♦♠✐q✉❡s q✉✐ ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡ s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ✈r❛✐❡✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s ✐❝✐ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳
▲❡ ❧❡❝t❡✉r ♣♦✉rr❛ s❡ r❡♣♦rt❡r à ❧✬❛♥♥❡①❡ ■ ♣♦✉r ✈♦✐r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r
♦r❞r❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✶ ❯♥ ❧✐ttér❛❧ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❛t♦♠✐q✉❡ A ♦✉ ❧❛ ♥é❣❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡
❛t♦♠✐q✉❡ ¬A✳
✽✷
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✷ ❯♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✐ttér❛✉①✳ ◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s C1❂L1✱✳ ✳ ✳✱Ln
✉♥❡ ❝❧❛✉s❡✳ ▲❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡✱ ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❛✉❝✉♥ ❧✐ttér❛❧✱ ❡st ♥♦té❡ ✳
❯♥❡ ❝❧❛✉s❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❡s é❧é♠❡♥ts✳ ❈❤❛q✉❡
❝❧❛✉s❡ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❝❧♦s❡✳ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s
❝❧❛✉s❡s✳
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ r❡♣♦s❡ s✉r ❞❡✉① rè❣❧❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✿
C1, L1 C2,¬L2 σ = mgu(L1, L2)
res
C1σ,C2σ
❖ù mgu r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✉♥✐✜❝❛t❡✉r ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s
s♦♥t ✈✉❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝❧♦s❡s ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ t♦✉❥♦✉rs q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s
s♦♥t ❞✐st✐♥❝t❡s✳ ❈✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ s✐ L1 = A(x) ❡t L2 = A(f(x))✱ ♦♥ r❡♥♦♠♠❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❡t ♦♥ ✉♥✐✜❡ R(x) ❡t R(f(y))✳ ▲❛ rè❣❧❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱
♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❡ t✐❡rs ❡①❝❧✉ ✭A∨¬A✮✳ ❊❧❧❡ s❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✱
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ✿ ❙✐ ❧✬♦♥ ❛ A ∨ B1 ❡t ¬A ∨ B2✱ s✐ ❧✬♦♥ ❛❞♠❡t
q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ s♦✐t A s♦✐t ¬A ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ B2 ∨B1✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ❝❡tt❡ rè❣❧❡ rés♦❧✉t✐♦♥
❜✐♥❛✐r❡✳
▲❛ s❡❝♦♥❞❡ rè❣❧❡ ❡st ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ✿
C1, L1, L2 σ = mgu(L1, L2)
contr
C1σ, L1σ
❈❡tt❡ rè❣❧❡ s❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❢♦rt ❛✐sé♠❡♥t✱ ♣✉✐sq✉❡ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s r❡❞♦♥❞❛♥❝❡s ✿ ❙✐
❧✬♦♥ ❛ A ∨A ∨B✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ A ∨B✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✸ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ E ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❡st ❞✐t ✐♥❝♦❤ér❡♥t s✐ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞ér✐✈❡r ❧❛
❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ E✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✹ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ E ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❡st ❞✐t ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡ s✐ ✐❧ ♥✬❡st ✈r❛✐ ❞❛♥s
❛✉❝✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❞❛♥s t♦✉t❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ q✉✐ ❡st
❢❛✉ss❡✳
▲❡ ❜✉t ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✱ ❞✬❛❜♦✉t✐r
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ à ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ ✱ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡
❧✬❛❜s✉r❞❡ ✭❊♥ ❡✛❡t ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ q✉❛♥❞ C1 ❡t C2 s♦♥t ✈✐❞❡s ❞✐t q✉❡ s✐ ♦♥ ❛ A ❡t
¬A✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❛❜s✉r❞❡✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡✮✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✱ ♦♥ ❛ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✺ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡st
✐♥❝♦❤ér❡♥t✳
❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧à✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♣r♦✉✈❡r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ F ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ♦♥
tr❛♥s❢♦r♠❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ¬F ✭❞♦♥t ♦♥ ✈❡✉t ♣r♦✉✈❡r q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✮ ❡♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❞♦♥t ♦♥ s❛✐t q✉✬✐❧ ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ¬F ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✳ ■❧ ②
❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❝❡❧❛✱ q✉❡ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ✐♥tér❡ssé ♣♦✉rr❛ tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ❬❉❛◆♦❘❛❪
✽✸
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ◆♦✉s ♥❡ ❧❡s r❡❞♦♥♥♦♥s ♣❛s ✐❝✐ ❝❛r ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠❛♥✐èr❡
❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥✱ q✉✐ ❡st ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥✳
✹✳✷✳✷ ▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❙✐ ❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s q✉✐ s♦♥t ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ♥♦♥ ♥é❝❡s✲
s❛✐r❡♠❡♥t ❛t♦♠✐q✉❡s ✭q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧❡r♦♥s ❡♥❝♦r❡ ❧✐ttér❛✉① ♣♦✉r q✉✬✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ r❡st❡ ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✐ttér❛✉①✮✱ ✐❧ ❢❛✉t ✐♥té❣r❡r ❛✉ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ❧❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❝❡s
❢♦r♠✉❧❡s✳
■❧ s✉✣t ❡♥ ❢❛✐t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s rè❣❧❡s ✉s✉❡❧❧❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❝❧❛✉s❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛②♦♥s ❧❛ ❝❧❛✉s❡ C = F,C ′✱
❛✈❡❝ F ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡t C ′ ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡✳ ❙✐ F ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ A→ B✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t
tr❛♥s❢♦r♠❡r C ❡♥ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ¬A,B,C ′✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ A→ B ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ¬A∨B
❡t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❡st ✐♥t❡r♣rété❡ ♣❛r ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❡s ❢♦r♠✉❧❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t é❧✐♠✐♥❡r
❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥✳
❙✐ F ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ A∧B✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❡♥ ❞❡✉① ❝❧❛✉s❡s✱ A,C ′ ❡t
B,C ′✳ ■❝✐ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ✿ (A∧B)∨C ′
❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à (A ∨ C ′) ∧ (B ∨ C ′)✳ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ét❛♥t ✐♥t❡r♣rété ♣❛r ❧❛
❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s✱ ❝❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❛❥♦✉t❡r ❛❧♦rs ❧❡s ❞❡✉① ❝❧❛✉s❡s✳
▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❞❡ s❛✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t ♣❡r♠❡ttr❡ ❝❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❞é♠♦♥s✲
tr❛t❡✉r q✉✐✱ r❛♣♣❡❧♦♥s✲❧❡✱ ✐❣♥♦r❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s q✉✬✐❧ tr❛✐t❡✳
❉é❝♦♠♣♦s❡r✱ ❝✬❡st ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ q✉✐ ♣r❡♥❞ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✱ q✉✐ r❡❣❛r❞❡
❧❛ têt❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡t✱ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t s❛ ♣♦❧❛r✐té✱ ❞♦♥♥❡ ❧❡s s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡s ❡♥ ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❡❧❧❡
s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ❞♦♥❝ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s q✉✐ ❧✉✐
s♦♥t ❞♦♥♥é❡s✳
◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✱ ♣❛r ❞❡s rè❣❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡ ♠ê♠❡
❝❤❛♣✐tr❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞♦♥t ♥♦✉s ♣❛r❧✐♦♥s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ à s❛✈♦✐r q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s❡r✈❡
❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✱ ❡t q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❝♦♠♣❧❡t ❛✈❡❝
❝❡s ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✷✳✻ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ✈♦✐r ❝❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞✬✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✱ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ét❛♥t ❛❧♦rs
❛♣♣❡❧é❡ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❞❡ rè❣❧❡✳
❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✷✳✼ P♦✉r F = A→ B✱ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ¬(X1 → X2),¬X1, X2✱ ❛✈❡❝ X1 ❡t X2 ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ é✈✐❞❡♠♠❡♥t q✉❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ❝❧❛✉s❡ ♥❡ s❡ ❢❛✐t q✉❡ s✉r ❧❡ ❧✐ttér❛❧
¬(X1 → X2)✳ ❆✐♥s✐ F s✬✉♥✐✜❡ ❜✐❡♥ ❛✈❡❝ ❝❡ ❧✐ttér❛❧✱ ❡t ❧❛ ❝❧❛✉s❡ rés✉❧t❛♥t❡ ❡st ¬A,B,C ′
♦ù C ′ ❡st ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ s❡ tr♦✉✈❡ F ✳
❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✷✳✽ P♦✉r F = A ∧ B✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡✉① ❝❧❛✉s❡s ❞❡ rè❣❧❡ ✿ ¬(X1 ∧ X2), X1 ❡t
¬(X1 ∧X2), X2 q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r A,C ′ ❡t B,C ′✳ ❉❛♥s ❝❡s ❞❡✉① ❝❧❛✉s❡s ❞❡
rè❣❧❡ ♥✬❡st ❛✉t♦r✐sé ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ q✉✬❛✈❡❝ ❧❡ s❡✉❧ ❧❡ ❧✐ttér❛❧ ¬(X1 ∧ X2)✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t
❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r✳
✽✹
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❝❡s ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s q✉❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ rè❣❧❡s ❡st
r❡str❡✐♥t❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ❧✐ttér❛✉① ♥❡ ❞♦✐✈❡♥t ♣❛s s✉❜✐r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥✳ ❙❡✉❧❡✲
♠❡♥t ❝❡rt❛✐♥s ❧✐ttér❛✉① ✭❞❛♥s ♥♦s ❡①❡♠♣❧❡s s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥ ❧✐ttér❛❧ à ❝❤❛q✉❡ rè❣❧❡✮ ❛♣♣❡❧és
❧✐ttér❛✉① ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♣❡✉✈❡♥t s✉❜✐r ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ rè❣❧❡s s♦♥t ❡♥ ❢❛✐t ❞❡s t❛✉t♦❧♦❣✐❡s✱ ❝❛r ❧❛
❢♦r♠✉❧❡ q✉✐ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❡ ❡st ✈r❛✐❡ ✿ ¬(X1 → X2) ∨ ¬X1 ∨ X2✱ ¬(X1 ∧ X2) ∨ X1 ❡t
¬(X1 ∧X2) ∨X2 s♦♥t ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✈❛❧✐❞❡s✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ❞❡✈♦✐r r❡str❡✐♥❞r❡
❧❡✉r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥
❡t q✉✬✉♥❡ t❛✉t♦❧♦❣✐❡ ♥✬❛♣♣♦rt❡ ♣❛s ♣❛r ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳
❯♥❡ ❛✉tr❡ r❛✐s♦♥ à ❝❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❡st q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ♣♦✉✈❛♥t êtr❡
✉♥✐✜é❡s ♣❛r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❢♦r♠✉❧❡✱ ✐❧ ❞❡✈✐❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛❥♦✉t❡r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♣❧✉s ❝♦♠✲
♣❧❡①❡s ❛✈❡❝ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ❞❡ rè❣❧❡ ¬(X1 ∧X2), X1✱
♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ❢❛✐r❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❧✐ttér❛❧ X1 ❛✈❡❝ ✉♥ ❧✐ttér❛❧ ¬F ✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡r❛✐t
❛❧♦rs ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ¬(F ∧X2)✳
❖r ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s é✈✐t❡r ❞✬❛❥♦✉t❡r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦r❞r❡
s✉♣ér✐❡✉r✱ q✉✐ s♦♥t ✐♥✉t✐❧❡s ❡t ❛✉❣♠❡♥t❡r❛✐❡♥t ❞r❛♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ♣♦s✲
s✐❜❧❡s✳
▲❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❝❧❛✉s❡ ❞❡ rè❣❧❡ ét❛♥t ❛ss❡③ ♣❡✉ ♣ré❝✐s❡✱ ❡t ♥é❝❡ss✐t❛♥t ❝❡s r❡str✐❝t✐♦♥s✱
✐❧ ❡st t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞❡ ✈♦✐r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❞é❝r✐t❡ ♣❧✉s ❤❛✉t✳
✹✳✸ ▲❡s str❛té❣✐❡s
❈❡rt❛✐♥❡s str❛té❣✐❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❛✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡✳ ■❧ ❡st
♣♦ss✐❜❧❡ t♦✉t ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❢♦r♠é❡s ♦✉ ❣❛r❞é❡s
❡♥ ♠é♠♦✐r❡✳
■❧ ② ❛ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ str❛té❣✐❡s ✿
✕ ❧❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s rés♦❧✉t✐♦♥s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡s
❛r❜r❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳
✕ ❧❡s str❛té❣✐❡s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ♣r♦❞✉✐t❡s✳
▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡s str❛té❣✐❡s ❡st ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❣❛❣♥❡r ♠é♠♦✐r❡ ❡t t❡♠♣s à ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✸✳✶ ◆♦✉s ♥❡ ♣❛r❧❡r♦♥s q✉❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s str❛té❣✐❡s✱ ♥♦tr❡ ✈♦❧♦♥té ♥✬ét❛♥t
♣❛s ❞✬êtr❡ ❡①❤❛✉st✐❢✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s str❛té❣✐❡s ❞✐s❝✉té❡s ✐❝✐✱ s❛✉❢ ♠❡♥t✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ♦♥t été
❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✐♠♣❧é♠❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r✳
✹✳✸✳✶ ▲❡s str❛té❣✐❡s st❛♥❞❛r❞s
▲❡s rés♦❧✉t✐♦♥s ♣♦s✐t✐✈❡s ❡t ♥é❣❛t✐✈❡s s♦♥t ❞❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ r❡str✐❝t✐♦♥✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡s ❝❛s
♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ sé♠❛♥t✐q✉❡✳ ▲❡s ❞❡✉① str❛té❣✐❡s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❧❡s ♣❧✉s ❝♦♠✲
♠✉♥❡s s♦♥t ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s t❛✉t♦❧♦❣✐❡s ❡t ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s s✉❜s✉♠é❡s✳
❈❡s str❛té❣✐❡s ét❛♥t ❝♦♠♠❡ ❧❡ t✐tr❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❧❡ ♣ré❝✐s❡ st❛♥❞❛r❞✱ ✐❧ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ❢❛✐t
❞❡ ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐✱ ♠❛✐s ✐❧ s❡r❛ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ✐❞é❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡
s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡s str❛té❣✐❡s✱ ❡t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛
✈♦✐r ❬❈❤❛▲❡❪✱ ❬❉✉❪✱ ❬❋✐❪✱ ❬▲❡✶❪ ♦✉ ❬❘♦❪ ♣♦✉r ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧èt❡s✳
✽✺
❘és♦❧✉t✐♦♥ sé♠❛♥t✐q✉❡
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✷ ✭rés♦❧✉t✐♦♥ sé♠❛♥t✐q✉❡✮ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I✱ ❧❛
rés♦❧✉t✐♦♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♥❡ ❢❛✐r❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝❧❛✉s❡s q✉❡ s✐ ❧✬✉♥❡ ❞✬❡❧❧❡
❡st ❢❛✉ss❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✸ ✭rés♦❧✉t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t ♥é❣❛t✐✈❡✮ ■❧ ② ❛ ❞❡✉① ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs
❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ ✿
✕ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥é❣❛t✐✈❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r❡♥❞r❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ❛t♦♠❡s s♦♥t
✈r❛✐s ❀
✕ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r❡♥❞r❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ❛t♦♠❡s s♦♥t
❢❛✉①✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✸✳✹ ▲❡s ♥♦♠s ❞♦♥♥és à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥é❣❛t✐✈❡ ❡t ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛r❛îtr❡
étr❛♥❣❡ ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❧❡✉r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♠❛✐s ✐❧ s✬❛❣✐t ❡♥ ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥é❣❛t✐❢ ✭r❡s♣✳
♣♦s✐t✐❢✮ ❞❡ ♥❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ q✉❡ s✐ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ❞❡s ❧✐ttér❛✉①
♥é❣❛t✐❢s ✭r❡s♣✳ ♣♦s✐t✐❢s✮ ♣✉✐sq✉❡ s❡✉❧❡s ❝❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t ❢❛✉ss❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❤♦✐s✐✳
◆♦t❡ ✹✳✸✳✺ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r✱ ❝✬❡st ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦✉ ♥é❣❛t✐✈❡ q✉✐ ❡st
✐♠♣❧é♠❡♥té❡✱ ❡♥ ♦♣t✐♦♥ ❞❡ s✉r❝r♦✐t✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ str❛té❣✐❡✱ ❧✬❤②♣❡r✲rés♦❧✉t✐♦♥✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡
à ❢❛✐r❡ ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ét❛♣❡ ✭♦✉ rè❣❧❡✮ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ❢❛✉ss❡ C ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧✐ttér❛✉① ❞❡ C✳ ▲❛ rè❣❧❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❡st ❛❧♦rs ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡
♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♥é❣❛t✐❢ ✿
¬A1, . . .¬An A
′
1, C1 . . . A
′
n, Cn
C1σ, . . . , Cnσ
♦ù σ ❡st ❧✬✉♥✐✜❝❛t❡✉r s✐♠✉❧t❛♥é ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {Ai ∼ A′i}
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✻ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❡st ❝♦♠♣❧èt❡✳
Pr❡✉✈❡ ✭✐❞é❡✮ ✿ ❈♦♠♠❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ✐♥✉t✐❧❡
❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s q✉❡ ❧✬♦♥ s❛✐t ✈r❛✐❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡✳ ❉♦♥❝
♦♥ ❢❛✐t ❞❡s rés♦❧✉t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s q✉❡ ❧✬♦♥ s❛✐t ❢❛✉ss❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❝❤♦✐s✐✳ ✷
➱❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s t❛✉t♦❧♦❣✐❡s
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✼ ❯♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❡st ✉♥❡ t❛✉t♦❧♦❣✐❡ s✐ ❡❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ F ❡t s❛
♥é❣❛t✐♦♥ ¬F
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✽ ▲❛ str❛té❣✐❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡s t❛✉t♦❧♦❣✐❡s ❡t à ♥❡ ♣❛s ❡♥
❢♦r♠❡r ❡st ❝♦♠♣❧èt❡✳
Pr❡✉✈❡ ✭✐❞é❡✮ ✿ P✉✐sq✉✬✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❡s ❢♦r♠✉❧❡s✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r
q✉❡ ❣râ❝❡ ❛✉ t✐❡rs ❡①❝❧✉s ✉♥❡ t❛✉t♦❧♦❣✐❡ ❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡ t❛✉t♦❧♦❣✐❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡
✈r❛✐❡ ❞❛♥s t♦✉t ♠♦❞è❧❡✳ ❖r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ tr♦✉✈❡r
✽✻
✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ S ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✱ ❡t C ❡st ✉♥❡ t❛✉t♦❧♦❣✐❡✱ S ❡st
❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ S ∪ {C} ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s
t❛✉t♦❧♦❣✐❡s✳ ✷
❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✸✳✾ ❆tt❡♥t✐♦♥ t♦✉t❡❢♦✐s ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡ ♣❡✉t r❡♥❞r❡ ✐♥❝♦♠♣❧èt❡
✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❝♦♠♣❧èt❡✳ ❈✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s ❝♦♠♣❧èt❡s q✉✐ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t
♣❛s êtr❡ ét❡♥❞✉❡ à ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s t❛✉t♦❧♦❣✐❡s ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡
❡st ❧❛ ❧♦❝❦ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭❝✳❢✳ ❬▲❡✶❪✮✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♦r❞r❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❧❛✉s❡s✳
❊❧❧❡ ♣❡✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t êtr❡ ❛❥♦✉té❡ à ❧❛ str❛té❣✐❡ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s s✉❜s✉♠é❡s✳
◆♦t❡ ✹✳✸✳✶✵ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s
❞❡ rè❣❧❡✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡s ❝❧❛✉s❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s t♦✉❥♦✉rs ✈❛❧✐❞❡s✳ ❖r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡
❞❡ ❝❡s ❝❧❛✉s❡s ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❝❛r ❡❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧❛ ❞é❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥✳ ■❧ ♥❡ s✬❛❣✐t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❞❡ ❝❧❛✉s❡s t❛✉t♦❧♦❣✐q✉❡s ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡
♣❧✉s ❤❛✉t✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ s❛♥s ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s q✉❡ ❧✬♦♥ s❛✐t ✈❛❧✐❞❡s
♥♦✉s ✐♠♣♦s❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t à ✈♦✐r ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ rè❣❧❡ ♣❧✉s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s ♣❡r♠❡tt❛♥t
❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❞❡ ✈ér✐t❛❜❧❡s ❝❧❛✉s❡s✳ ▲❡ ❢❛✐t ❞✬❡♥ ❛✈♦✐r r❡str❡✐♥t ❧✬✉s❛❣❡
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ✉♥❡ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ✈♦✐r ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s✳
➱❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s s✉❜s✉♠é❡s
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✶ ❯♥❡ ❝❧❛✉s❡ C s✉❜s✉♠❡ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ C ′ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ
t❡❧❧❡ q✉❡ Cσ ⊂ C ′✳ ❖♥ ❞✐t ❛✉ss✐ q✉❡ C ′ ❡st s✉❜s✉♠é❡ ♣❛r C✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✷ ▲❛ str❛té❣✐❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à s✉♣♣r✐♠❡r t♦✉t❡ ❝❧❛✉s❡ C ′ s✉❜s✉♠é❡ ♣❛r
✉♥❡ ❛✉tr❡ ❝❧❛✉s❡ C s❛♥s q✉❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ q✉✐ ✈ér✐✜❡ Cσ ⊂ C ′ ✉♥✐✜❡ ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ❞❡ C
❡st ❝♦♠♣❧èt❡✳
Pr❡✉✈❡ ✭✐❞é❡✮ ✿ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ❝❛r s✐♥♦♥ t♦✉t❡s ❧❡s
❝❧❛✉s❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ é❧✐♠✐♥é❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣r❡♥♦♥s ❧❛ ❝❧❛✉s❡
C = A(x), A(y), B ❡t C ′ = A(x), B s❛ ❝♦♥tr❛❝té❡✳ ❙✐ σ = {y/x} ❛❧♦rs Cσ = C ′✳ ❆✐♥s✐
❧❛ ❝❧❛✉s❡ ❝♦♥tr❛❝té❡ C ′ ❡st s✉❜s✉♠é❡ ♣❛r ❧❛ ❝❧❛✉s❡ C✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ♣♦✉✈❛✐t é❧✐♠✐♥❡r t♦✉t❡s
❧❡s ❝❧❛✉s❡s s✉❜s✉♠é❡s ❛❧♦rs ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡r❛✐t q✉❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ s❛♥s ❧❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ s❡r❛✐t
❝♦♠♣❧èt❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s✳ ❊♥ ❡✛❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s à ❞❡✉①
❧✐ttér❛✉① ✭✐❧ ❡♥ ❡①✐st❡✮ ♥❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❛r rés♦❧✉t✐♦♥ ♣✉r❡ ❝❛r t♦✉t❡ ❝❧❛✉s❡ ♦❜t❡♥✉❡
❛✉r❛✐t ❞❡✉① ❧✐ttér❛✉①✳ ❈❡❝✐ ét❛♥t ❞✐t✱ C ✐♠♣❧✐q✉❡ Cσ q✉✐ ♥✬❡st q✉✬✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ C✱
❡t s✐ Cσ ⊂ C ′✱ ❛❧♦rs Cσ ✐♠♣❧✐q✉❡ C ′✳ ❉♦♥❝ s✐ S ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✱ S ∪ {C,C ′}
❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ S ∪ {C} ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✳ ✷
❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✸✳✶✸ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉✬✐❧ ② ❛ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ s✉❜s♦♠♣t✐♦♥ ✿ ▲❛ ❝❧❛✉s❡ C ′
♣❡✉t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❛♣rès C ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❝✬❡st ❧❛ s✉❜s♦♠♣t✐♦♥ ❛✈❛♥t✱
♦✉ ❡❧❧❡ ♣❡✉t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❛✈❛♥t✱ ❝✬❡st ❧❛ s✉❜s♦♠♣t✐♦♥ ❛rr✐èr❡✳
✽✼
✹✳✸✳✷ ▲❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ s❛♥s sé♣❛r❛t✐♦♥
❯♥❡ ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés r❡♥❝♦♥tré❡s ❛ été ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✉♥ ❤✉♠❛✐♥
❢❛✐t ❧❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❝❛s✱ ♣r♦✉✈❛♥t ✉♥❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣✉✐s ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♥✬❛✈♦✐r ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ r❡t♦✉r
❛rr✐èr❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣r❡✉✈❡s✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ♣❛rt❛❣❡ t♦✉❥♦✉rs ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❛❝q✉✐s❡s ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡
♣r❡✉✈❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡ ♣❛rt❛❣❡ s✬❛✈èr❡ ♠❛✉✈❛✐s ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♣r♦✉✈❡r ❞❡s ❝❤♦s❡s ❛ss❡③
❢♦rt❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ❡t ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ♣❛r ❝❛s
✭s✐ ❧✬♦♥ ❛ ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✉ t②♣❡ A ∨B✮✳
❙✐ ❧✬♦♥ ♥✬❛❞♦♣t❡ ❛✉❝✉♥❡ str❛té❣✐❡✱ ❞❡ t❡❧❧❡s ♣r❡✉✈❡s ♣❡✉✈❡♥t s✬❛✈ér❡r ❝❛t❛str♦♣❤✐q✉❡s t❛♥t
♣❛r ❧❡ t❡♠♣s ♣r✐s ♣♦✉r ❧❡s ♦❜t❡♥✐r q✉❡ ♣❛r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❡❧❧❡s✲♠ê♠❡s✱ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t
♠é❧❛♥❣❡r ❧❡s ❝❛s ❡♥tr❡ ❡✉① ❞❛♥s ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ✐♥❝♦♠♣ré❤❡♥s✐❜❧❡✳
■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❡♥ ❝♦✉♣❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❡♥ ✷✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
s✐ S ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❡t C = A ∨B ❡st ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s
❞❡ A ❡t ❞❡ B s♦♥t ❞✐st✐♥❝t❡s ❛❧♦rs S ∪ {C} ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ S ∪ {A}
❡t S ∪ {B} s♦♥t ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡s✳
▲✬❡♥♥✉✐ ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡st ❥✉st❡♠❡♥t q✉✬❡❧❧❡ ❝♦✉♣❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❝❧❛✉s❡s✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡r❞ ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✱ ❡t ❞❡s ❝❤♦s❡s q✉✐ ♣♦✉r✲
r❛✐❡♥t êtr❡ ❝♦♠♠✉♥❡s✱ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❞✉ ❝❛s ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡✱ s♦♥t ♣r♦✉✈é❡s
❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ♣✉✐s ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❢♦✐s ❞❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞✳
■❧ ❡①✐st❡ ❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ r❡♠é❞✐❡r à ❝❡❧❛✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ s❛♥s sé♣❛✲
r❛t✐♦♥ ✭s♣❧✐tt✐♥❣ s❛♥s s♣❧✐tt✐♥❣ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮ q✉✐ ❝♦♠♠❡ s♦♥ ♥♦♠ ❧✬✐♥❞✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ sé♣❛r❡r
❞❡s ❝❧❛✉s❡s✱ s❛♥s ♣♦✉r ❛✉t❛♥t ❢❛✐r❡ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✳
▲✬✐❞é❡ ❡st ❞✬❛❥♦✉t❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❛♣♣❡❧é❡s ❧✐ttér❛✉① ❞❡ sé♣❛✲
r❛t✐♦♥✳ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ C = A ∨ B t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ A ❡t ❞❡ B s♦♥t
❞✐st✐♥t❡s✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❝ré❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❧✐ttér❛❧ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ P ✱ ❡t ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s A,P
❡t B,¬P ✳
▲❡s ❧✐ttér❛✉① ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥s s♦♥t ❡♥ ❢❛✐t ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❞❡ ❧✐ttér❛✉① ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t
✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬é✈✐t❡r ❞❡ ❞♦♥♥❡r à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s ✉♥ ♥♦♠ ♥♦✉✈❡❛✉✳ ▲❡ ❧✐ttér❛❧ P ❝✐✲❞❡ss✉s
r❡♣rés❡♥t❡ ❛✐♥s✐ ❧❡ ❧✐ttér❛❧ B✳
❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✸✳✶✹ ❙✐ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s A,B ❡t A,C✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦✉♣❡r ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ ❡♥ A,¬p ❡t p,¬B✱ ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❧✐ttér❛❧ p r❡♣rés❡♥t❛♥t A✳ ❆❧♦rs ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝❧❛✉s❡
♣❡✉t êtr❡ ❝♦✉♣é❡ ❡♥ A,¬p ❡t p, C✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ❝♦♥s❡r✈❡ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ s②♠étr✐❡ ❡♥ r❛♣♣♦rt
❛✈❡❝ A ♣♦✉r B ❡t C✳
▲❡ ❢❛✐t ❞❡ ré✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❧✐ttér❛❧ ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ❛ q✉❡❧q✉❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s
✕ ❝❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✳ ❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❝✐✲❞❡ss✉s
♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ❞❡✉① ❢♦✐s A,¬p✱ ❛❧♦rs q✉❡ s✐ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ✉t✐❧✐sé ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❧✐ttér❛❧
❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ♥♦✉s ❛✉r✐♦♥s ❡✉ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳
✕ ❝❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❢❛✐r❡ tr♦♣ ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① s②♠❜♦❧❡s✱ q✉✐ ❢♦♥t
❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✸✳✶✺ ■❧ ✈❛✉t ♠✐❡✉① é✈✐t❡r ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❧✐ttér❛✉① ❞❡ sé♣❛✲
r❛t✐♦♥✱ s♦✉s ♣❡✐♥❡ ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞❡ t❡♠♣s✳
✽✽
■❧ ✈❛✉t ♠✐❡✉① ❢❛✐r❡ ❧❡s rés♦❧✉t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❧✐ttér❛✉① ✐♥✐t✐❛✉①✱ ♣♦✉r ❛❜♦✉t✐r à ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ♥❡
❝♦♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥✳
❙✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥✱ q✉✐ s❡ ❝ré❡ ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ♦♥
❝❤❡r❝❤❡ ❛❧♦rs à ❞é❞✉✐r❡ ♣❛r rés♦❧✉t✐♦♥ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡✳
▲❡ ❧❡❝t❡✉r ✐♥tér❡ssé ♣♦✉rr❛ ❧✐r❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬❘♦❪ ♦✉ ❬❘✐❱♦❪ ♦ù ❡st ❞✐s❝✉té ❞❡ ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡
❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳
✹✳✸✳✸ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
❈❡tt❡ str❛té❣✐❡✱ ❡t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♦r❞♦♥♥é❡ ✭❖▲✲❞é❞✉❝t✐♦♥✮ ❛ été
✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡ ❝❛s ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ♥❡
❝♦♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉✬✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❞❡ sé♣❛✲
r❛t✐♦♥ ❡st ❛❥♦✉té❡✱ ♦♥ t❡st❡ s✐ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ❡♥ ♠❡tt❛♥t
à ❥♦✉r ✉♥ ❛r❜r❡ ❜✐♥❛✐r❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s q✉❡ s♦♥t ❧❡s ❧✐ttér❛✉① ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ✭❝❢✳ ❛♥♥❡①❡ ■■ ♣♦✉r ♣❧✉s
❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✮✳
❙✐ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝❧❛✉s❡ ❛❥♦✉té❡ r❡♥❞ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ s✐ t♦✉t❡s ❧❡s
✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s r❡♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ r❡♥❞ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✱ ❛❧♦rs
❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♦r❞♦♥♥é❡ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❛r
rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡✣❝❛❝❡✳
◆♦t♦♥s ❜✐❡♥ q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✱ ❝✬❡st q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s
❞✬❡♥ ét❛❜❧✐r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡✳ ❖♥ ♣❡✉t s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r ♣♦✉rq✉♦✐ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❡♥ ❢❛✐t ❞✬❛✣❝❤❡r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t ✿
✕ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r❡✉✈❡ ♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ♣♦✉r q✉❡❧q✉✬✉♥ s♦✉❤❛✐t❛♥t ❧❛ ✈ér✐✜❡r✱ ❝❛r
❛✉❝✉♥ ❛✣❝❤❛❣❡ é❧é❣❛♥t ♥❡ ♣♦✉rr❛✐t ❡♥ êtr❡ ❢❛✐t✳ ❉♦♥♥❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡ s❛♥s
❡①♣❧✐q✉❡r ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❡♥ q✉♦✐ ✐❧ ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡ ♣❡✉t r❡♥❞r❡ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❢❛st✐❞✐❡✉s❡✳
✕ P❛r s♦✉❝✐ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❛r rés♦❧✉t✐♦♥✳
❉❛♥s ❬❈❤❛▲❡❪✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♦r❞♦♥♥é❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡t ❞ét❛✐❧❧é❡✳ ❆
❧✬❛✐❞❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s t✐rés ❞❡ ❝❡tt❡ s♦✉r❝❡ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ✐❝✐ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ❡①❡♠♣❧❡s
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✻ ❙♦✐t S ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❡t C0 ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❞❡ S✳ ❯♥❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ Cn ♣❛r S ❛✈❡❝ C0 ❝♦♠♠❡ ❝❧❛✉s❡ ❞❡ ❞é♣❛rt ❡st ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✐♥❞✐q✉é❡
❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♦ù ✿
P♦✉r i = 0, 1, . . . , n−1✱ Ci+1 ❡st ✉♥ rés♦❧✈❛♥t ❞❡ Ci ✭❛♣♣❡❧é❡ ❝❧❛✉s❡ ❝❡♥tr❛❧❡✮ ❡t Bi ✭❛♣♣❡❧é❡
❝❧❛✉s❡ ❞❡ ❝♦té✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❤❛q✉❡ Bi ❡st s♦✐t ❞❛♥s S✱ s♦✐t ❡st ✉♥ Cj ♣♦✉r ✉♥ j✱ j < i✳
C0
C2
C1
Cn−1
Cn
Bn−1
B1
B0
✽✾
❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✸✳✶✼
❈♦♥s✐❞ér♦♥s S = {P ∨Q,¬P ∨Q,P ∨¬Q,¬P ∨¬Q}✳ ❱♦✐❝✐ ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡  ♣❛r
S ❛✈❡❝ P ∨ Q ❝♦♠♠❡ ❝❧❛✉s❡ ❞❡ ❞é♣❛rt✳ ■❧ ② ❛ q✉❛tr❡ ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦té✱ ❞♦♥t ✉♥❡ ♣r♦✈✐❡♥t
❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❝❡♥tr❛❧❡s ✭✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ Q✮✳
P ∨Q
¬Q
Q
Q

¬P ∨Q
P ∨ ¬Q
P ¬P ∨ ¬Q
❊♥ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ S ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❡t ❞✬✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ C ❞❡ S ✈ér✐✜❛♥t ✿ S ❡st ✐♥❝♦❤ér❡♥t
❡t S − {C} ❡st ❝♦❤ér❡♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡  ♣❛r S ❛✈❡❝
❝♦♠♠❡ ❝❧❛✉s❡ ❞❡ ❞é♣❛rt C✳ ▼❛✐s ✐❧ ❡st ♣❛r❢♦✐s ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❝❡♥tr❛❧❡
❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t ❡♥❣❡♥❞r❡r ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✳
▲❡ ❜✉t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r ✐❝✐ ❡st ❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
❝❧❛✉s❡s ❝❡♥tr❛❧❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
q✉❡ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❡st ♦r❞♦♥♥é❡✱ ❡t ♣❛r❧❡r♦♥s ❞❡ ❝❧❛✉s❡ ♦r❞♦♥♥é❡✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st
q✉✬✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❞❡ ❞é♣❛rt ♦✉ ❝❡♥tr❛❧❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ rés♦❧✉❡ q✉❡ s✐ ❧❡ ❧✐ttér❛❧ rés♦❧✉ ❡st ❝❡❧✉✐
à ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛❥♦✉t❡r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ✐❞é❡✱ q✉✐ ❡st ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❧✐ttér❛✉① rés♦❧✉s✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡♥ ❡✛❡t ❣❛r❞❡r ❡t ❡♥❝❛❞r❡r ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❧✬✉♥ ❞❡s
❧✐ttér❛✉① rés♦❧✉s✳
❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✸✳✶✽
❙✐ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ♦✉ ❞❡ têt❡ ❡st P ∨ Q✱ s❡✉❧ ❧❡ ❧✐ttér❛❧ Q ♣❡✉t êtr❡ rés♦❧✉✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s
q✉✬❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♦♥ ♣✉✐ss❡ ✉t✐❧✐s❡r P ∨¬Q ❝♦♠♠❡ ❝❧❛✉s❡ ❞❡ ❝♦té✳ ❆❧♦rs
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❢❛✐r❡ ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❡t ❧❡ rés✉❧t❛t s❡r❛ ✭♥♦✉s ❣❛r❞♦♥s Q ❝♦♠♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✮
P ∨ ◗ ✳
◆♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ❧❛ rè❣❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s✐ ✉♥ ❧✐ttér❛❧ ❡♥❝❛❞ré ❡st à ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡✱ ✐❧ ❡st
é❧✐♠✐♥é✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ◗ ❡st é❧✐♠✐♥é✱ ❡t ✐❧ ♥❡ r❡st❡ q✉❡ P ✳
◗✉❛♥❞ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❛✐♥s✐ ❢♦r♠é❡✱ ✐❧ ❝♦✲❡①✐st❡ ✉♥ ❧✐ttér❛❧ ❡♥❝❛❞ré ❡t s♦♥ ♦♣♣♦sé ✭♥♦♥
❡♥❝❛❞ré✮ à ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡✱ ❛❧♦rs s❡✉❧❡♠❡♥t ♦♥ ❛ ❧❡ ❞r♦✐t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❝❡♥tr❛❧❡✳
❊♥ ❢❛✐t ✐❧ ❡st ✐♥✉t✐❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t ✐❧ s✉✣t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ rè❣❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♦♥
❢♦r♠❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ❝❡♥tr❛❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❡♥ é❧✐♠✐♥❛♥t ❧❡ ❧✐ttér❛❧ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ✭ré❞✉✐t✮✳ ❖♥ ré✲❛♣♣❧✐q✉❡
❡♥s✉✐t❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❡♥❝❛❞ré❡s à ❞r♦✐t❡ s✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡✳
❖♥ ❛❥♦✉t❡ ✉♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ rè❣❧❡ ✿ s✐ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ♦r❞♦♥♥é❡ ❛♣♣❛r❛ît ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ❧❡ ♠ê♠❡
❧✐ttér❛❧✱ ♦♥ s✉♣♣r✐♠❡ ❝❡✉① q✉✐ s♦♥t ❧❡ ♣❧✉s à ❞r♦✐t❡✱ ♣♦✉r ♥❡ ❧❛✐ss❡r q✉❡ ❝❡❧✉✐ q✉✐ s❡ tr♦✉✈❡
❧❡ ♣❧✉s à ❣❛✉❝❤❡✳
✾✵
❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✸✳✶✾ ❯♥ ❞❡ss✐♥ ✈❛❧❛♥t ♠✐❡✉① q✉✬✉♥ ❧♦♥❣ ❞✐s❝♦✉rs✱ ✈♦✐❝✐ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✳ ❙♦✐t
S = {P ∨Q,¬Q ∨R,R ∨ ¬P,¬Q ∨ ¬R,¬P ∨ ¬R}
❱♦✐❝✐ ✉♥❡ ❖▲✲❞é❞✉❝t✐♦♥ ✭❖▲ ♣♦✉r ❖r❞❡r❡❞ ▲✐♥❡❛r✮ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ ♣❛r S ❛✈❡❝ P ∨ Q
❝♦♠♠❡ ❝❧❛✉s❡ ❞❡ ❞é♣❛rt✳
P ∨Q ¬Q ∨R
¬Q ∨ ¬R
P ∨Q
P
¬P ∨ ¬R
P

R ∨ ¬P
P ∨ ¬P
P ∨ ◗ ∨ ¬Q
P ∨ ◗ ∨R
P ∨R
❖♥ ✈♦✐t ❜✐❡♥ ❞❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ ❧❡s tr♦✐s✐è♠❡ ❡t s✐①✐è♠❡ ré❞✉❝t✐♦♥s s♦♥t ✐♥✉t✐❧❡s ❧♦rsq✉❡
❧✬♦♥ s✉✐t ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ ❧✐ttér❛❧ ❡t ❞❡ s♦♥ ♦♣♣♦sé ❡♥❝❛❞ré✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✉♣♣r✐✲
♠❡r ❧❡s ❞❡✉① ❜r❛♥❝❤❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬✉s❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ rè❣❧❡✳
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❝♦rr❡❝t❡✳
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✷✵ ✭❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❖▲✲❞é❞✉❝t✐♦♥✮ ❙✐ C ❡st ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ♦r❞♦♥♥é❡
❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡ S t❡❧❧❡ q✉❡ S−{C} s♦✐t ♥♦♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
❖▲✲ré❢✉t❛t✐♦♥ ♣❛r S ❛✈❡❝ C ❝♦♠♠❡ ❝❧❛✉s❡ ❞❡ ❞é♣❛rt✳
✹✳✹ ▲❡s ❧♦❣✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞✐t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✷✱ ❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ❡st ❣é♥ér✐q✉❡✱ ✐❧ ♥❡ ❝♦♥♥❛✐t
♣❛s ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s q✉✬✐❧ ♠❛♥✐♣✉❧❡✳ ■❧ ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ à ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡ q✉✐ ❞é✜♥✐t
❧❡ t②♣❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s✱ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♥♥❡ ❧❡s ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✳
◆♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝❡ q✉✐ ❡st r❡q✉✐s ♣❛r ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡✳
▲❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ❛ été ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡
❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳ ❯♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ r❡str❡✐♥t ❛
é❣❛❧❡♠❡♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡✱ ❝❡ q✉✐ ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❘é❝❡♠♠❡♥t
❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ❛ été ✐♥té❣ré à ❧✬❛ss✐st❛♥t ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ P❤♦❳✱ ❜❛sé s✉r ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡
❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✳
✹✳✹✳✶ ▲❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡
◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❖❜❥❡❝t✐✈❡ ❈❛♠❧ ♣♦✉r
é❧❛❜♦r❡r ❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r✳ ❈❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❣ér❡r ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s✱ ❡t ❞❡
❞♦♥♥❡r ❧❡ t②♣❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❛❧♦rs ✐❝✐ ❝❡rt❛✐♥s ❞❡s é❧é♠❡♥ts
✾✶
♥é❝❡ss❛✐r❡s ❛✉ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ❡t q✉✐ s♦♥t ❢♦✉r♥✐s ♣❛r ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡✳ ◆♦✉s ♥❡ ❞♦♥✲
♥❡r♦♥s ♣❛s t♦✉t ♣❛r s♦✉❝✐ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳
▲❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥ t②♣❡ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ s♦✐t ❛❜str❛✐t s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ t♦✉t ♠♦❞✉❧❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛
❧♦❣✐q✉❡ ♥✬❛ ♣❛s ❧❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ♥✐ ❞❡ ❧❡s ❣ér❡r
à s❛ ❣✉✐s❡✳ ■❧ ❞♦✐t ♣❛ss❡r ♣❛r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❢❛✐r❡✳
• t②♣❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✿ ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s✳ ❈❡ t②♣❡ ❡st ❛❜str❛✐t ♣♦✉r ❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ❀
• t②♣❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✿ ❧❡ t②♣❡ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✱ ❛❜str❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ❞é♠♦♥str❛✲
t❡✉r ❀
• ❛♣♣❧②❴s✉❜st ✿ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❛♣♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ à ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❀
• ❡①❝❡♣t✐♦♥ ❯♥✐❢❴❢❛✐❧s ✿ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ✉♥❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ é❝❤♦✉❡✱ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡
❞♦✐t ❧❡✈❡r ✉♥❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ q✉✐ s❡r❛ ❝❛♣t✉ré❡ ♣❛r ❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ❀
• t②♣❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✿ ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t
♣❛r❢♦✐s s♦✉❤❛✐t❡r ✉♥✐✜❡r s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✳
❈❤❛q✉❡ ❝❧❛✉s❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❛❧♦rs s❡s ♣r♦♣r❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡
✈❡rr♦♥s ♣❧✉s t❛r❞ ✉♥ ♣❡✉ t♦✉t ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ❀
• t②♣❡ ✉♥✐❢❴❦✐♥❞ ✿ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ❞❡♠❛♥❞❡ à ✉♥✐✜❡r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♣♦✉r ❞❡s
r❛✐s♦♥s ❛✉tr❡s q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ s✉❜s♦♠♣✲
t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♥ s❛❝❤❡ ❞❛♥s q✉❡❧ ❝❛s ♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡✳ ▲❡
t②♣❡ ❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ t②♣❡ ✐♠♣♦sé ♣❛r ❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ❀
• ✉♥✐❢ ✿ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ♣r❡♥❞ ❜✐❡♥ sûr ❞❡✉① ❢♦r♠✉❧❡s ❡♥ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ❝♦♥♥❛ît
❧❡ t②♣❡ ❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❢♦r♠✉❧❡s✳ ❊❧❧❡ r❡♥✈♦✐❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
❝❤♦s❡s ✿
✕ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✭♦✉ ✉♥✐✜❝❛t❡✉r✮✱
✕ ✉♥ ❡♥t✐❡r q✉✐ ❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✜❝❛t❡✉r✱
✕ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✉♥✐✜é❡✱
✕ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s✱ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s à r❡♠♣❧✐r ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❧✬✉♥✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ❀
• s✐③❡ ✿ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✱ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡s
❝❧❛✉s❡s ❀
• ♥❡❣❛t✐✈❡❴❢♦r♠✉❧❛ ✿ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ t❡st❡ s✐ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ♥é❣❛t✐✈❡ à ❞♦✉❜❧❡ ♥é❣❛t✐♦♥
♣rès✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ¬¬A ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ s✐ A ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ❀
• ♥❡❣❛t❡❴❢♦r♠✉❧❛ ✿ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ r❡♥❞ ❧❛ ♥é❣❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❀
• ❡❧✐♠❴❛❧❧❴♥❡❣ ✿ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ é❧✐♠✐♥❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♥é❣❛t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✳ ❖♥ ❛ ❜❡s♦✐♥
❞❡ ❝❡s tr♦✐s ❞❡r♥✐èr❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝❛r ❧❡s ❝❧❛✉s❡s s♦♥t ♣❛rt❛❣é❡s ❡♥ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s✱ ❧❡s
❢♦r♠✉❧❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❡t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♥é❣❛t✐✈❡s✱ ❡t ❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ♥❡ tr❛✐t❡ q✉❡ ❞❡s ❢♦r✲
♠✉❧❡s s❛♥s ♥é❣❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧ ❡st ✐♥✉t✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ✉♥❡ ❞♦✉❜❧❡ ♥é❣❛t✐♦♥ ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡
❝❧❛ss✐q✉❡ ✭❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐t ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✮✱ ✐❧ ❡st ✉t✐❧❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❡r t♦✉t❡s ❧❡s
♥é❣❛t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❀
• t②♣❡ r❡♥❛♠✐♥❣ ✿ t②♣❡ ♣♦✉r ❧❡ r❡♥♦♠♠❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥
❝❤❡r❝❤❡ à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝❧❛✉s❡s✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❡s ❞❡✉① ❝❧❛✉s❡s
❞♦✐✈❡♥t êtr❡ r❡♥❞✉❡s ❞✐s❥♦✐♥t❡s ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ♣❧✉s ❤❛✉t ❀
• ❣❡t❴r❡♥❛♠✐♥❣❴❢♦r♠✉❧❛ ❡t r❡♥❛♠❡❴❢♦r♠✉❧❛ ✿ ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞♦♥♥❡r
❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♥♦♠s ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❀
• ❣❡t❴r❡♥❛♠✐♥❣❴❝♦♥str❛✐♥ts ❡t r❡♥❛♠❡❴❝♦♥str❛✐♥ts ✿ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡ ♣♦✉r ❧❡s
✾✷
❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✐ ❡❧❧❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❀
• t②♣❡ ✈❛rs❡t ✿ ❧❡ t②♣❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❀
• ❡♠♣t②❴✈❛rs❡t ✿ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✈✐❞❡ ❀
• ✈❛rs❴♦❢❴❢♦r♠✉❧❛ ✿ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❀
• ✉♥✐♦♥❴✈❛rs❡t ✿ ❢❛✐t ❧✬✉♥✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❀
• ✈❛rs❴t♦❴❝♦♥st❛♥ts ✿ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ r❡♥✈♦✐❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ tr❛♥s❢♦r♠❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❡♥ ❝♦♥st❛♥t❡s✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r t❡st❡r ❧❛ s✉❜s♦♠♣t✐♦♥✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
s✉❜s✉♠é❡ ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s êtr❡ ❛tt❡✐♥t❡ ♣❛r ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❀
• ✐s❴❡♠♣t②❴✐♥t❡r❴✈❛rs❡t ✿ t❡st❡ s✐ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦♥t ✉♥❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
✈✐❞❡✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❀
• ❣❡t❴r✉❧❡s ✿ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉
❝♦♥♥❡❝t❡✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❞♦♥♥❡ t♦✉t❡s ❧❡s rè❣❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡s s✉r
✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✱ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉✬❡❧❧❡ ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ♦✉ ♥é❣❛t✐✈❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❡♥✈♦✐❡ ✉♥❡
❧✐st❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❝♦♥t❡♥❛♥t
✕ ✉♥ ❡♥t✐❡r q✉✐ ❡st ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡✱
✕ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡✱
✕ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s q✉✐ s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ❛♣rès ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡✱
✕ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ rè❣❧❡ ❡♥ ♠❡t ✉♥❡ ❡♥ ❥❡✉✱
✕ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ q✉✐ ♣❡✉t ✈❡♥✐r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞♦♥♥é❡ ❡t ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❀
• ♣r✐♥t❴❢♦r♠✉❧❛ ✿ ❛✣❝❤❡ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❀
• ♣r✐♥t❴❝♦♥str❛✐♥ts ✿ ❛✣❝❤❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❀
• ❡q✉❛❧❴❢♦r♠✉❧❛ ✿ t❡st❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡ ❞❡✉① ❢♦r♠✉❧❡s ❀
• ❤❡❛❞❴s②♠❜♦❧ ✿ ❞♦♥♥❡ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ têt❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✱ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ♣♦✉✈❛♥t s✬✉♥✐✜❡r✱ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ét❛♥t tr✐é❡s ♣❛r s②♠❜♦❧❡ ❞❡ têt❡✳
✹✳✹✳✷ ▲♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡
❈✬❡st ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡✳ ▲❡s ❢♦r♠✉❧❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡
F ::= F → F |F ↔ F |F ∨ F |F ∧ F | ¬F |Atom
❖ù Atom ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛❥♦✉t❡r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✧❱r❛✐✧
❡t ✧❋❛✉①✧✳ ■❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡t ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ❧❡ t❡st ❞❡
❧✬é❣❛❧✐té✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡s ✭❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡s ♣❛r❡♥t❤ès❡s✮
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ ■❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ r❡♥♦♠♠❛❣❡✱ ♣❛s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❡s rè❣❧❡s s♦♥t ❧❡s
s✉✐✈❛♥t❡s ✭♣❛s ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡ ¬F ✱ ❡t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❛t♦♠✐q✉❡s ♥✬♦♥t ♣❛s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✮ ✿
✶✳ ❙✐ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ♣♦s✐t✐✈❡
✕ F1 → F2 ✿ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ¬F1, F2
✕ F1 ↔ F2 ✿ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s F1 → F2 ❡t F2 → F1
✕ F1 ∨ F2 ✿ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ F1, F2
✕ F1 ∧ F2 ✿ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s F1 ❡t F2✳
✷✳ ❙✐ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ♥é❣❛t✐✈❡
✕ F1 → F2 ✿ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s F1 ❡t ¬F2
✕ F1 ↔ F2 ✿ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ¬(F1 → F2),¬(F2 → F1)
✕ F1 ∨ F2 ✿ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ¬F1 ❡t ¬F2
✾✸
✕ F1 ∧ F2 ✿ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ¬F1,¬F2✳
▲❡ ♣♦✐❞s ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s rè❣❧❡s ❡st ❧❡ ♠ê♠❡✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉é ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞✉ ∧✳ ◆♦✉s ❛✉r✐♦♥s ♣✉ ❞♦♥♥❡r ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ¬F2,¬F1
❡t F1, F2 ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♥é❣❛t✐❢✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧✬♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ♥é❣❛t✐✈❡ ♣♦✉r ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥
s✉r ¬(F1 → F2),¬(F2 → F1) ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s F1, F2✱ F1,¬F1✱ ¬F2, F2 ❡t ¬F2,¬F1✳ ▲❡s
t❛✉t♦❧♦❣✐❡s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ é❧✐♠✐♥é❡s ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ✐❧ ♥❡ r❡st❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝❧❛✉s❡s
¬F2,¬F1 ❡t F1, F2✳ ❖r s✐ ❧✬♦♥ s❡ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉✬✉♥ ❧✐ttér❛❧ ♥é❣❛t✐❢ s✐❣♥✐✜❡ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ à
♣r♦✉✈❡r✱ ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♥é❣❛t✐✈❡ s✐❣♥✐✜❡ ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ à ♣r♦✉✈❡r✳ P♦✉r ♣r♦✉✈❡r ✉♥❡
éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣✉✐s ❧✬❛✉tr❡✳ ❈❡tt❡ ✈✐s✐♦♥ ❧à ❡st
❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♣❡r❞✉❡ s✐ ❧✬♦♥ ❞é❝♦♠♣♦s❡ tr♦♣✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❛✈❡❝ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ s❛♥s
sé♣❛r❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ F1 ↔ F2 ♥é❣❛t✐✈❡ ❡♥ ¬(F1 → F2),¬(F2 → F1) ♣❡r♠❡t
❞❡ sé♣❛r❡r ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s ❝❡tt❡ ❝❧❛✉s❡ ❡♥ ❞❡✉① ✭❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧♦rsq✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t t♦✉❥♦✉rs ❧❡ ❝❛s ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✮✱ ❝❡ q✉✐
♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡✳
✹✳✹✳✸ ▲♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡
▲❡s ❢♦r♠✉❧❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ ✉s✉❡❧❧❡ r❡❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ■✱ ♣❧✉s ❧❛
r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ↔✳ ▲❡s rè❣❧❡s s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ❧❡ ❝❛s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ♣♦✉r ❧❛
♣❛rt✐❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ P♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs✱ ✈♦✐❝✐ ❧❡s rè❣❧❡s ✿
✶✳ ❙✐ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ♣♦s✐t✐✈❡
✕ ∀x.F (x) ✿ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ F (x) ♦ù x ❡st ✉♥❡ ♠ét❛✲✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞✬êtr❡
s✉❜st✐t✉é❡ ♣❛r ✉♥ t❡r♠❡✳
✕ ∃x.F (x) ✿ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ F (f(x1, . . . , xn)) ♦ù f ❡st ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱
❡t ❧❡s xi s♦♥t ❧❡s ✭♠ét❛✲✮✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ F (x) ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ x✳ ❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à
♠❡ttr❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❙❦♦❧❡♠✳
✷✳ ❙✐ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ♥é❣❛t✐✈❡
✕ ∃x.F (x) ✿ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ¬F (x) ♦ù x ❡st ✉♥❡ ♠ét❛✲✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡
❞✬êtr❡ s✉❜st✐t✉é❡ ♣❛r ✉♥ t❡r♠❡✳
✕ ∀x.F (x) ✿ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ¬F (f(x1, . . . , xn)) ♦ù f ❡st ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱
❡t ❧❡s xi s♦♥t ❧❡s ✭♠ét❛✲✮✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ F (x) ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ x✳ ❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à
♠❡ttr❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❙❦♦❧❡♠✳
▲❡s ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s rè❣❧❡s s❡r♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré
q✉❡ ❧✬♦♥ ♣r✐✈✐❧é❣✐❛✐t ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧✱ ❝❡ q✉✐ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s rè❣❧❡s
s✉r ❧❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ♦♥t ✉♥ ♣♦✐❞s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❈❡ s♦♥t ❡❧❧❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t r❡♥❞r❡ é✈❡♥✲
t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ très ❧♦♥❣✉❡ à tr♦✉✈❡r✱ ❝❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r
❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥✜♥✐✱ ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧✳
✹✳✹✳✹ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❡t ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ r❡str❡✐♥t
❆②❛♥t ✈♦✉❧✉ t❡st❡r ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ r❡str❡✐♥t t❡❧ q✉❡ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♠✲
♣❧é♠❡♥té ❝❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ t❡❧❧❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥
♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ✐❞é❡s ❡t ♣r♦❜❧è♠❡s ♦♥t é♠❡r❣é ❛❧♦rs ✿
✾✹
• ❯♥❡ ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❡st ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ♠ét❛✲✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s✳
■❧ ❡st ❝♦♥s✐❞éré à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ q✉❡ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ✈✉❡s ❝♦♠♠❡
❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ❞♦✐t ✈❛❧✐❞❡r ❧❡s rè❣❧❡s✳
◆♦✉s ❛✐♠❡r✐♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s q✉❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ tr♦✉✈❡ ❞✬❡❧❧❡ ♠ê♠❡ ✉♥❡
✈❛❧❡✉r ❛✉① ♠ét❛✲✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❞✉ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ❢❛st✐❞✐❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥❡r à ❧❛ ♠❛✐♥ ❧❡ ❜♦♥
t❡r♠❡✳
❈✬❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❝❛s ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❢❛✐t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✉ t②♣❡ ∀ǫ∃ηP (ǫ, η)✱
❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥ η ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ǫ ✈ér✐✜❛♥t P (ǫ, η)✳ ■❧ ♣❡✉t ❛rr✐✈❡r q✉❡ ❧❡ η q✉✐
❝♦♥✈✐❡♥t ❞é♣❡♥❞❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥ ♣❡✉ tr♦♣ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ♣♦✉r q✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐ss❡ ❧❡ ❞♦♥♥❡r
s❛♥s ❢❛✐r❡ ❞✬❡rr❡✉r✱ ❞❡ ǫ✳ ❆✐♥s✐ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r s❛✐t q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥ η q✉✐
❝♦♥✈✐❡♥t✱ ♠❛✐s ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❞✐r❡ ♣ré❝✐sé♠❡♥t q✉❡❧❧❡ ❡st s❛ ✈❛❧❡✉r✳
❙✐ ❝❡❧❛ ♥✬❛ ♣❛s été ✐♠♣❧é♠❡♥té à ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡ ✐❧ ② ❛ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ♣✐st❡✱ q✉✐ ❡st ❞❡
r❛❥♦✉t❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s à ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛✉s❡ ✐♥❞✐q✉❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❝t✉❡❧❧❡ ❞❡s ♠ét❛✲✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❆✐♥s✐ ♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t ❧✬✉s❛❣❡ ❞❡s rés♦❧✉t✐♦♥s ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞♦♥♥é❡s ❛✉① ♠ét❛✲
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛✉s❡ ♣❡✉✈❡♥t s✬✉♥✐✜❡r✳ ▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❛rr✐✈❡ à ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ ❧❛
✈❛❧❡✉r ✜♥❛❧❡ ❡st ❛❧♦rs ré❝✉♣éré❡✱ ❡t ♦♥ ♠❡t à ❥♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜✉ts ❡♥ s✉❜st✐t✉❛♥t
❧❡s ♠ét❛✲✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❛r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs tr♦✉✈é❡s✳
❇✐❡♥ sûr ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r tr♦✉✈é❡ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❝❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡✳ ❈✬❡st
❛✉ss✐ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ✭❡♥ ♣❧✉s ❞✉ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ t❡♠♣s ❡t ❞✬❛✉tr❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐é❡s à ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❛❝t✉❡❧❧❡✮ q✉❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t ❡st ❧❛✐ssé à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❧❡ s♦✐♥ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s
♠ét❛✲✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▼❛✐s ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s très s✐♠♣❧❡s✱ ❝❡❧❛ ♣♦✉rr❛✐t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r ❝♦♠♠❡
♦♥ ❧❡ s♦✉❤❛✐t❡✳
• ■❧ ❛ ❢❛❧❧✉ é❣❛❧❡♠❡♥t ❣ér❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✱ ✐♥❞✐q✉é❡ ♣❛r ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❜② ❡t ✇✐t❤ ❞✉
❧❛♥❣❛❣❡ r❡str❡✐♥t✱ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ♣❛r ❞✬❛✉tr❡s✳ ❊♥ ❢❛✐t ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t ❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ♥❡
❣èr❡ ♣❛s ❝❡❧❛ ❜✐❡♥ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❡♥ ♣r♦❥❡t✱ ❞♦♥❝ ✐❧ ❛ été ❞é❝✐❞é ❞❡ ❢❛✐r❡ ❝❡❧❛ ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡✱
❡♥ ✐♥sér❛♥t à ♥♦✉✈❡❛✉ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❣ér❡r ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s
♣❛r ❞✬❛✉tr❡s✱ ♦✉ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❧❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥s ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡s✳
❈❡ q✉✐ ❛ été ❢❛✐t ❡st q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ♥♦♠✱ ❡t s✐ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ F
❞♦✐t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛✉tr❡ K✱ ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ F ❡st ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ K✳ ▲❡
♥♦♠ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❡st ❣❛r❞é ❞❛♥s ❧❡s ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❧❛✉s❡s✳ ▲♦rs
❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝❧❛✉s❡s ♣♦✉r ❧✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s s❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧❡ ♥♦♠
❞❡ F ❡t ♣♦✉r ❧✬❛✉tr❡ ❛②❛♥t ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ F ✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❧✬✉♥✐✜❝❛t❡✉r
❡st très ❢❛✐❜❧❡ ❝❛r ♦♥ ❡st ❡♥ tr❛✐♥ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❛✈❡❝ F ✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♥❞✐q✉é ♣❛r
❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ✇✐t❤ x = f(t)✱ ♦♥ ♠❡t ❞❛♥s ❧❛
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❧✬é❣❛❧✐té x = f(t)✱ ❡t s✐ ❧✬♦♥ tr♦✉✈❡ ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ ∀x.F (x)✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t à x ❧❛ ✈❛❧❡✉r f(t) ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t à ❝❡tt❡
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✉♥ ♣♦✐❞s très ❢❛✐❜❧❡✱ ❡t ♦♥ ❢❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡✱
♠❛✐s ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t à ❝❡❧❧❡✲❝✐ ✉♥ ♣♦✐❞s très ✐♠♣♦rt❛♥t✳
• ▲❡ ✈✐❡✐❧❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❛ ❛✉ss✐ été tr❛✐té✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❧❡s
♣❧✉s ❛♥❝✐❡♥♥❡s ♦♥t ✉♥ ♣♦✐❞s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡ ❧❡s ♣❧✉s ré❝❡♥t❡s✳ ❈❡❧❛ ❡st ❞✬❛✉t❛♥t
♣❧✉s ✈r❛✐ ♣♦✉r ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s q✉✐ ♦♥t été ♥♦♠♠é❡s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡❧❧❡s ❝✐ ♥❡ s♦♥t ❛ ♣r✐♦r✐
✉t✐❧✐sé❡s q✉❡ ❧♦rsq✉✬♦♥ ❧❡ ♣ré❝✐s❡✳ ❇✐❡♥ sûr ❝❡❝✐ r❡st❡ ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧✱ q✉✐ ♣❡✉t
s✬❛✈ér❡r ♠❛✉✈❛✐s❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❡❧❧❡ ♣❡✉t s❡ ✈ér✐✜❡r ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s
✾✺
❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ❧✐✈r❡s ❞❡ ❝♦✉rs ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳
❚♦✉❥♦✉rs ❡st✲✐❧ q✉✬❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ❧♦❣✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❜é♥é✜❝✐♦♥s ❞✬✉♥ ❛ss✐st❛♥t ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥
❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳ ■❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s tr❛✐té ❧❡
❝❛s ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té✱ q✉✐ r❡♥❞ ❧❡s ❝❤♦s❡s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✳
▲❡ ❧❡❝t❡✉r ♣♦✉rr❛ ✈♦✐r ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ■❱ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❧♦❣✐q✉❡✳
✹✳✹✳✺ P❤♦❳ ❡t ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s s✐❣♥❛❧é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✱ ❧❡ ❜✉t ❞✉ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ét❛✐t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r
❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ P❤♦❳ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♥❡✇❴❝♦♠♠❛♥❞✱ q✉✐ s♦♥t ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡
✈❡rs✐♦♥ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ r❡str❡✐♥t✳ ❘é❝❡♠♠❡♥t ♥♦tr❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ❛ ❞♦♥❝ été ✐♥té❣ré à ❧✬❛s✲
s✐s❛♥t ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✱ ❡t ♣❡✉t ♦♣t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❛ t❛❝t✐q✉❡ tr✐✈✐❛❧ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✳
❆✐♥s✐ ❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s✱ ♦✉ ♣♦✉r ❥✉st✐✜❡r ❧❡s
♥❡✇❴ ❝♦♠♠❛♥❞✳
■❧ ❢❛✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t s✐❣♥❛❧❡r q✉❡ r✐❡♥ ♥✬❛ été ❢❛✐t s✉r ❧❡s ♥❡✇❴❝♦♠♠❛♥❞✳ ❈✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡
❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ r❡str❡✐♥t✱ ❡t q✉❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❝❡❧❧❡ q✉❡
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❜② ❡t ✇✐t❤
♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞✉ t♦✉t ✐♥t❡r♣rété❡s✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ♥✬❛ ♣❛s ✐♥té❣ré
❝❡❧❛✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳
▲❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ P❤♦❳ ❡st ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❛✈❡❝ é❣❛❧✐té✱ ❞♦♥❝ ❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés ♣♦✉r
❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r s♦♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s ❡♥❝♦r❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳ ❆✉① ♣r❡♠✐❡rs ❡ss❛✐s
✐❧ s✬❡st ❛✈éré q✉❡ ❧❛ r❛♣✐❞✐té ❞❡s ❞❡✉① ❞é♠♦♥str❛t❡✉rs ❡st ✐♥é❣❛❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ❧❛
t❛❝t✐q✉❡ tr✐✈✐❛❧ ❡st ♣❧✉s r❛♣✐❞❡✱ ❡t ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡ ❝❛s ❡❧❧❡ ❡st ♣❧✉s ❧❡♥t❡ q✉❡ ❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r✳
❈❡ q✉✐ ❡st ♣❧✉tôt ❡♥❝♦✉r❛❣❡❛♥t ❡st ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ❡st ❥❡✉♥❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ♥✬❡st ♣❛s
❡♥❝♦r❡ ♦♣t✐♠✐sé✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ♣♦✐❞s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ♠♦♥tr❡
q✉❡ ❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ♣❡✉t ❣❛❣♥❡r ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ t❡♠♣s s✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r❡✉✈❡s✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝
♣❛r✈❡♥✐r à ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣♦✐❞s ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❡s♣ér❡r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❡✣❝❛❝✐té✳
❯♥❡ t❡❧❧❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❢❛✐t❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❣é♥ét✐q✉❡s✱ q✉✐
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡ ❜♦♥s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ■❧ s✉✣r❛✐t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s à
♣r♦✉✈❡r✱ ❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ♠♦❞✐✜❡r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡♥tr❛♥t ❡♥ ❥❡✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣♦✐❞s ❛✜♥
q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s s♦✐t ❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ♣♦ss✐❜❧❡✳
❯♥❡ ❛✉tr❡ ❝❤♦s❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❡s♣ér❡r q✉❡ ❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ❞❡✈✐❡♥♥❡ ❡✣❝❛❝❡ ❡st q✉❡
❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✉ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ❞❛♥s P❤♦❳ s✬❡st ❢❛✐t❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❡rt❛✐♥s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡♠❛♥❞és ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡s rè❣❧❡s ❡t ❧✬✐♥❞✐❝❡ ✭✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ✐♥❞✐q✉❛♥t s✐ ❧❛
rè❣❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ s♦✉✈❡♥t ♦✉ r❛r❡♠❡♥t✱ ✈♦✐r ❧✬❛♥♥❡①❡ ■■■✮ s♦♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❝♦♥st❛♥t❡s✱
❛❧♦rs q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t s❛♥s ❞♦✉t❡ ❛♠é❧✐♦r❡r ❝❡❧❛✱ ❝❡rt❛✐♥❡s rè❣❧❡s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s
❝♦♠♠❡ r❛r❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♦✉ ❝♦✉t❡✉s❡s✳
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✺✳✶ ❈❡ q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ♥✬❡st ♣❛s st❛♥❞❛r❞✱ ❞❛♥s
❧❡ s❡♥s ♦ù ❝✬❡st ✉♥ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ♣❛r rés♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡
♣r❡✉✈❡ ❡t ♥♦♥ ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡✳ ❈✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬✐❧ ♥✬✉t✐❧✐s❡ ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉① s❡✉❧❡s rè❣❧❡s
✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥✱ à s❛✈♦✐r ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✱ ♠❛✐s
é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳
▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ ❝❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡ à ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ q✉✐ ❛ été ❢❛✐t❡✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥♥❡r ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞❡✉① s②stè♠❡s ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ q✉✐ ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✿
• ▲❡ ♣r❡♠✐❡r✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡✱ ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❞✉❛❧ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s
séq✉❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ✐❧ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ q✉❛♥❞ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s
séq✉❡♥ts ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t ❝❡ s♦♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬é❧✐♠✐♥❛✲
t✐♦♥ q✉✐ ❞é❝♦♠♣♦s❡♥t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s✳
❈❡tt❡ ❞✉❛❧✐té ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ rè❣❧❡ ❛①✐♦♠❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ❞❡s séq✉❡♥ts ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ ♣❡✉t êtr❡ é❧✐♠✐♥é❡✳ ▲❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ ❛ ❛✉t❛♥t
❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❛①✐♦♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s séq✉❡♥ts ✿
✐❧ s✬❛❣✐t ❡♥ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ r❡♣♦s❡ ❧❡ s②stè♠❡✳
• ▲❡ s❡❝♦♥❞ s②stè♠❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧❡r♦♥s s②stè♠❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té✱ ❧✉✐ r❡ss❡♠❜❧❡ ❞❛♥s s❛
♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡st ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡ q✉✐ ❛ été ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✐♠♣❧é♠❡♥té✳ ■❧ s✬é❧♦✐❣♥❡
❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s rè❣❧❡s ♣❡✉✈❡♥t ❢❛✐r❡ ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s
s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✳
P♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s s②stè♠❡s
✕ ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡✱ ❝❡ q✉✐ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s r❡✈✐❡♥t à ♠♦♥tr❡r ❧❡✉r éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❛✈❡❝ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s séq✉❡♥ts ❝❧❛ss✐q✉❡ ❀
✕ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❝♦♠♣❧èt❡✳
P♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s s♦♥t s②♥t❛①✐q✉❡s✱ ❛❧♦rs q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té
❡❧❧❡s s♦♥t sé♠❛♥t✐q✉❡s✳
✺✳✷ ▲❡ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳
■❧ ② ❛ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ♣r✐♠✐t✐❢s q✉❡ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❡①♣❧✐q✉❡r✳
✾✽
✕ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❧✐ttér❛❧ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✳
✕ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ⊥ ♠✐s ❡♥ ❡①♣♦s❛♥t à ✉♥ ❧✐ttér❛❧ F ❞é♥♦t❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ F ❡st ♥é❣❛t✐❢✳
✕ ❯♥ ✭♠✉❧t✐✮✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✐ttér❛✉①✱ ♥♦té A1✱A2✱✳ ✳ ✳✱An ♦✉ Γ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ∆ s✬❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥❡
❝❧❛✉s❡✳ ❯♥❡ ❝❧❛✉s❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s q✉✐ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❡✳
✕ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❡st ♥♦té Γ1 ❀Γ2 ❀✳ ✳ ✳ ❀Γ3 ♦✉ ❜✐❡♥ S✳ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s r❡✲
♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s q✉✐ ❧❡ ❝♦♠♣♦s❡✳
✕ ▲❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ s❡r❛ ♥♦té❡ ✳
❚♦✉t❡s ❧❡s rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ✈❡rs ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ rè❣❧❡ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡✱ ❡t ❛✉❝✉♥❡ ♥✬❡st é❧✐♠✐♥é❡✳
P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧✬❛♣♣❛r❡♥❝❡ ❞❡s rè❣❧❡s ♥♦✉s ♥❡ ♥♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ✭❧❡s✮ ❝❧❛✉s❡✭s✮ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✭s✮
✭q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❧❛✉s❡✭s✮ ❛❝t✐✈❡✭s✮✮ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s q✉✐ s✉❜✐t ❧❛
rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ♣ré♠✐ss❡✱ ❡t ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❛
rè❣❧❡ ∨p✱ s✐ ❧✬♦♥ ❛ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s S = S′; Γ, A ∨B✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❝❧❛✉s❡s S; Γ, A,B✳
Γ, A ∨B
∨p
Γ, A,B
Γ, (A ∨B)⊥
∨ng
Γ, A⊥
Γ, (A ∨B)⊥
∨nd
Γ, B⊥
Γ, A→ B
→p
Γ, A⊥, B
Γ, (A→ B)⊥
→ng
Γ, A
Γ, (A→ B)⊥
→nd
Γ, B⊥
Γ, (A ∧B)⊥
∧n
Γ, A⊥, B⊥
Γ, A ∧B
∧pg
Γ, A
Γ, A ∧B
∧pd
Γ, B
Γ, (¬A)⊥
¬n
Γ, A
Γ,¬A
¬p
Γ, A⊥
Γ,∀x.A(x)
∀p
Γ, A(t)
Γ, (∀x.A(x))⊥
∀n(∗)
Γ, A(y)⊥
Γ,∃x.A(x)
∃p(∗)
Γ, A(y)
Γ, (∃x.A(x))⊥
∃n
Γ, A(t)⊥
Γ, A,A
contrp
Γ, A
Γ, A⊥, A⊥
contrn
Γ, A⊥
Γ, A; Γ′, A⊥
res
Γ,Γ′
✭✯✮ y ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢r❛î❝❤❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ y ♥✬❡st ♣❛s ❧✐❜r❡ ❞❛♥s S✱ Γ ❡t A(x)
❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✷✳✶ ❉❡✉① r❡♠❛rq✉❡s s✉r ❝❡ s②stè♠❡ ✿
✾✾
✶✳ à ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ✭✈♦✐r ❬P❛❪✮ ❡t ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à s✐❣♥❛❧é✱ ❧❡s
rè❣❧❡s s♦♥t ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❀
✷✳ à ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ✭✈♦✐r ❬❇r✉❚✐❪✮✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❞❡s
rè❣❧❡s✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❡st ✉♥❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥s✳ ■❧ ♥❡ s✬❛❣✐t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✱ ❜✐❡♥ ❛✉
❝♦♥tr❛✐r❡✳
◆♦t❡ ✺✳✷✳✷ ▲❡s rè❣❧❡s contrp ❡t contrn s❡r♦♥t s♦✉✈❡♥t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❝♦♥❢♦♥❞✉❡s✱ ♥♦✉s
♥♦t❡r♦♥s ❛❧♦rs contr ❧✬✉♥❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s✳
✺✳✸ ◗✉❡❧q✉❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ♣r❡♠✐èr❡s ♣r♦♣r✐étés
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✺✳✸✳✶ ❉✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞ér✐✈❡r ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ Γ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❝❧❛✉s❡s S s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s T ❡t ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝❧❛✉s❡s
t❡❧s q✉❡ ✿
✕ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ S ❀
✕ ❙✐ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s s♦♥t s✉❝❝❡ss✐❢s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐st❡ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ q✉✐ ♣❡r♠❡t
❞❡ ♣❛ss❡r ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❛✉ s✉✐✈❛♥t ❀
✕ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ S;T ; Γ✳
❈❡tt❡ ❧✐st❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✺✳✸✳✷ ▲❡s rè❣❧❡s ❛✉tr❡s q✉❡ res ❡t contr s♦♥t ❞✐t❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳
◆♦✉s ♥✬é❝r✐r♦♥s ♣❛s ❧❡s ❞ér✐✈❛t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❧✐st❡s✱ ♠❛✐s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❛r❜r❡s à ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡s
rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥✳ ❈❡✉①✲❝✐ ét❛♥t ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ rè❣❧❡
❧❛ ♣❧✉s ❤❛✉t❡ ❡t ✉♥❡ rè❣❧❡ ❧❛ ♣❧✉s ❜❛ss❡✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✺✳✸✳✸ ❉❛♥s t♦✉t❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❛♥s ♥♦tr❡ s②stè♠❡✱ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s
✕ ♣r❡♠✐èr❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❧❛ rè❣❧❡ ❧❛ ♣❧✉s ❤❛✉t❡ ❞❛♥s ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❀
✕ ❞❡r♥✐èr❡ rè❣❧❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❧❛ ♣❧✉s ❜❛ss❡ ❞❛♥s ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥✳
▲❡♠♠❡ ✺✳✸✳✹ ❙♦✐t S ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✱ T ✉♥ ❛✉tr❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❡t Γ ✉♥❡
❝❧❛✉s❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ Γ à ♣❛rt✐r ❞❡ S✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✲
✈❛t✐♦♥ ❞❡ Γ à ♣❛rt✐r ❞❡ S;T ✳
Pr❡✉✈❡ ✿ ❧❡s rè❣❧❡s ♥❡ ❢❛✐s❛♥t ❛✉❝✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❛
✭❧❡s✮ ❝❧❛✉s❡✭s✮ ❛❝t✐✈❡✭s✮✱ ✐❧ ❡st t♦✉t à ❢❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬② ❛❥♦✉t❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❝❧❛✉s❡s q✉❡ ❧✬♦♥
s♦✉❤❛✐t❡✳ ✷
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✺✳✸✳✺ ✭❛r❜r❡ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥✮ ▲❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ∆ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s S ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ❛r❜r❡ ❞♦♥t ∆ ❡st ❧❛ r❛❝✐♥❡✱ ❞♦♥t ❧❡s ♥♦❡✉❞s
s♦♥t ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❡t ❞♦♥t ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s s♦♥t ét✐q✉❡té❡s ♣❛r ❧❡s rè❣❧❡s✳
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❡t ❛r❜r❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é à ∆✳ ▲❡s ❝❧❛✉s❡s q✉✐ s♦♥t ❛✉① ♥♦❡✉❞s ❡t
❛✉① ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ❧❡s ❛♥❝êtr❡s ❞❡ ∆✳ ❈❡t ❛r❜r❡ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥
s✉r ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥✱ ❡♥ r❡❣❛r❞❛♥t ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ rè❣❧❡✳
✶✵✵
✕ s✐ ∆ ❡st ❞❛♥s S ✭♣❛s ❞❡ rè❣❧❡ ✉t✐❧✐sé❡✮✱ ❛❧♦rs ❧✬❛r❜r❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❧❛ s❡✉❧❡ r❛❝✐♥❡ ∆ ❀
✕ s✐ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ rè❣❧❡ ♥✬✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛s ∆ ❛❧♦rs ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❝♦✉rt❡ ❞❡ ∆✱ ❡t
❧✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ t❡r♠✐♥❡ ❀
✕ s✐ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ rè❣❧❡ R ✐♥tr♦❞✉✐t ∆ ❛❧♦rs
✕ s✐ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥✱ ∆ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝❧❛✉s❡✱ ❞♦♥t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥
♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ T ✱ ❛❧♦rs ❧✬❛r❜r❡ ❡st
T
R
∆
✕ s✐ ❝✬❡st ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥✱ ∆ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❞❡✉① ❝❧❛✉s❡s✱ ❞♦♥t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡
❧❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ T1 ❡t T2✱ ❛❧♦rs ❧✬❛r❜r❡ ❡st
T1 T2
res
∆
❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✸✳✻ ❙✐ à t♦✉t❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ♦♥ ♣❡✉t ❛ss♦❝✐❡r ✉♥ ❛r❜r❡✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❡♥
❞é❞✉✐r❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ♣❛r ❛r❜r❡ s❛♥s ❞♦♥♥❡r ♣❧✉s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❈❛r s✐ ♥♦✉s
♣r♦✉✈♦♥s q✉✬✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❡st sûr❡ ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✷✱ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s s♦✉s ❢♦r♠❡
❞✬❛r❜r❡ ♥❡ ❧❡ s♦♥t ♣❛s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ ❝ré❡ ✉♥ ❛r❜r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s rè❣❧❡s✱
♦♥ ♣❡✉t ❛❜♦✉t✐r à ❝❡❝✐ ✿
((∃x.A(x))→ (∀x.A(x)))⊥
→ng
∃x.A(x)
∃p
A(y)
((∃x.A(x))→ (∀x.A(x)))⊥
→nd
(∀x.A(x))⊥
∀n
A(y)⊥
res

▲❡s rè❣❧❡s r❡s♣❡❝t❡♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ✬✈❛r✐❛❜❧❡ ❢r❛î❝❤❡✬✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞✬é❝r✐r❡ ✉♥
❛r❜r❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❛②❛♥t ♣♦✉r r❛❝✐♥❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ ❛❧♦rs q✉❡
6⊢LK (∃x.A(x))→ (∀x.A(x))
❉❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝r✐t ♥♦✉s s❡r✐♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♦❜❧✐❣é ❞✬❛✈♦✐r ❞❡✉①
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ❝❛r ❧❡s rè❣❧❡s ∃p ❡t ∀n s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❧✬✉♥❡ ❛♣rès ❧✬❛✉tr❡✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
é✈❡♥t✉❡❧❧❡ s❡r❛✐t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞é❝♦♠♣♦sé❡✱ ❝❡
q✉✐ ✐♥t❡r❞✐r❛✐t ❧❛ ré✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳
◆♦✉s ♥❡ ❞♦♥♥❡r♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬❛r❜r❡✳ ❉✬❛✉tr❡
♣❛rt✱ ♥♦tr❡ ✈♦❧♦♥té ❞✬êtr❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡ q✉✐ ❛ été ✐♠♣❧é♠❡♥té ❝♦♥❞✉✐t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉
s②stè♠❡ ❞é❝r✐t✳ ▲❛ ✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❛r ❛r❜r❡ ♥✬❡st ❛❧♦rs ✐♥tér❡ss❛♥t❡ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥
❛✣❝❤❛❣❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐❜❧❡ ❞❡s ❞ér✐✈❛t✐♦♥s ❡t ♣♦✉r ❧✬✉s❛❣❡ t❤é♦r✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡♥
❢❛✐r❡✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✺✳✸✳✼ ✭✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥✮ ❙♦✐t S ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ∆ à ♣❛rt✐r ❞❡ S✳
❙♦✐t Γ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❧♦rs ❞❡ ❝❡tt❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❝❡tt❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❡ Γ s✐
Γ ❡st ✉♥ ❛♥❝êtr❡ ❞❡ ∆ ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥✳
✶✵✶
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✺✳✸✳✽ ✭❉ér✐✈❛t✐♦♥ ✉t✐❧❡✮ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ✉t✐❧❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ∆ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ S s✐ t♦✉t❡s ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ S s♦♥t ❞❡s ❛♥❝êtr❡s ❞❡
∆ ❡t s✐ t♦✉t❡s ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ s♦♥t ❞❡s ❛♥❝êtr❡s ❞❡ ∆✳
▲❡♠♠❡ ✺✳✸✳✾ ❙♦✐t ∆ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❡t S ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ∆ à ♣❛rt✐r ❞❡ S✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ S′ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s S ❡t
✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ✉t✐❧❡ ❞❡ ∆ à ♣❛rt✐r ❞❡ S′✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ❝♦✉rt❡ ✭♦✉
é❣❛❧❡✮ à ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✳
Pr❡✉✈❡ ✿ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ∆ ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s à S✱ s✐♥♦♥ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡
S′ = ∆ ❡t ❝✬❡st ✜♥✐✳ ◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❛❧♦rs ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥✱ ❡♥
r❡❣❛r❞❛♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ rè❣❧❡ R✳
❈♦♠♠❡ ∆ ♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s S ✐❧ ② ❛ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ rè❣❧❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s S; Γ✱ ❡t ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ∆ ♣❧✉s ❝♦✉rt❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs
♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ∆ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♥❝êtr❡s S′′ ❞❡ ∆ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s
S; Γ q✉✐ ❡st ✉t✐❧❡✳ ❉❡✉① ❝❛s
✕ ❙✐ S′′ ❝♦♥t✐❡♥t Γ✱ ❛❧♦rs Γ ❡st ✉♥ ❛♥❝êtr❡ ❞❡ ∆ ❡t S′′ s✬é❝r✐t S′1; Γ ❛✈❡❝ S
′
1 ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s
S✳ ▲❛ ❝❧❛✉s❡ ✭♦✉ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥✮ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❛ été ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❧❛
rè❣❧❡ R ❡st ✉♥ ❛♥❝êtr❡ ❞❡ ∆ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❡t ♥♦✉s ❧❛ r❛❥♦✉t♦♥s à S′1 s✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r
❞♦♥♥❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ S′ ❞✬❛♥❝êtr❡s ❞❡ ∆ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s S✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs
S′
R
S′; Γ
✳✳✳
∆
♦ù t♦✉t❡s ❧❡s ❝❧❛✉s❡s s♦♥t ❞❡s ❛♥❝êtr❡s ❞❡ ∆✳
✕ ❙✐ S′′ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s Γ✱ ❛❧♦rs S′′ ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s S ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t✳ ✷
▲❡♠♠❡ ✺✳✸✳✶✵ ❙♦✐t S′ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✱ ∆ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❡t F ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✳ ❙✉♣♣♦✲
s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ S = S′;∆ ✉t✐❧✐s❛♥t ∆✱ ❛❧♦rs
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ F à ♣❛rt✐r ❞❡ S′;∆, F
Pr❡✉✈❡ ✿ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥✱ ❡♥ r❡❣❛r❞❛♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ rè❣❧❡✳ ◆♦✉s
♣♦✉✈♦♥s s✉♣♣♦s❡r q✉✐tt❡ à r❡♥♦♠♠❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❡s rè❣❧❡s ∀n ♦✉ ∃p✱ q✉❡
❝❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t ❞✐st✐♥❝t❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ F ✳ ❙✐ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥
♥❡ ♣♦rt❡ ♣❛s s✉r ∆✱ ❛❧♦rs ❧✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ t❡r♠✐♥❡✳ ❙✐♥♦♥✱ ∆ s✬é❝r✐t Γ, G ❛✈❡❝ G ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✳
P♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s rè❣❧❡s ♦♥ ♣❡✉t ❛❥♦✉t❡r F à Γ✱ ❧❛ rè❣❧❡ r❡st❡ ✈❛❧✐❞❡ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t F à ❧❛
❝❧❛✉s❡ ♦❜t❡♥✉❡✱ ② ❝♦♠♣r✐s ♣♦✉r ∀n ❡t ∃p ❣râ❝❡ à ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s s✉♣♣♦sé ♣❧✉s ❤❛✉t✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡
S = S′; Γ, A ∨B
∨p
S; Γ, A,B
❞❡✈✐❡♥t
S = S′; Γ, F,A ∨B
∨p
S; Γ, F,A,B
S = S′; Γ, A; Γ′, A⊥
res
S; Γ,Γ′
❞❡✈✐❡♥t
S′; Γ, F,A; Γ′, A⊥
res
S; Γ, F,Γ′
✶✵✷
❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✺✳✸✳✾ q✉❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞ér✐✲
✈❛t✐♦♥✳ ▲✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ t❡r♠✐♥❡r✳ ✷
❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡s rè❣❧❡s ∃p ♦✉ ∀n ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ✉t✐❧✐sé❡s ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s s✉r
❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ❝❧❛✉s❡ ♣♦✉r ❛❜♦✉t✐r à ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r
❛♣rès ❝❡ ❧❡♠♠❡ q✉✬✐❧ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✐♥✉t✐❧❡ ❞❡ ❧❡ ❢❛✐r❡✳
▲❡♠♠❡ ✺✳✸✳✶✶ ❙♦✐t F ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ C = F,C ′ ✭♦✉ F⊥, C ′✮✳
❙♦✐t σ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳
✶✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✉♥❡ rè❣❧❡ R ✭❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ res ❡t ❞❡ contr✮ ❡st ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ s✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
F ❞❡ C✳ ❆❧♦rs ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ rè❣❧❡ ❡st ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ s✉r ❧❛ ❝❧❛✉s❡ Cσ✳
✷✳ ❙♦✐t D = F⊥, D′ ✭♦✉ F,D′✮ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❝❧❛✉s❡✳ ▲❛ rè❣❧❡ res ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ s✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
F ❞❛♥s ❧❡s ❝❧❛✉s❡s C ❡t D ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ s✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Fσ ❞❛♥s ❧❡s
❝❧❛✉s❡s Cσ ❡t Dσ✳
✸✳ ❙✐ C = F, F,C ′′ ♦✉ F⊥, F⊥, C ′′ ❛❧♦rs ❧❛ rè❣❧❡ contr ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛✉s❡ C ❡st
❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ s✉r ❧❛ ❝❧❛✉s❡ Cσ✳
❉❛♥s ❧❡s tr♦✐s ❝❛s✱ s✐ ❛✈❛♥t s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st Γ✱ ❛❧♦rs ❛♣rès s✉❜st✐t✉t✐♦♥
❧❛ ❝❧❛✉s❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st Γσ✳
Pr❡✉✈❡ ✿ ▲❡s ❞❡✉①✐è♠❡ ❡t tr♦✐s✐è♠❡ ♣♦✐♥ts s♦♥t é✈✐❞❡♥ts✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t ❡st ♣r♦✉✈é
❡♥ r❡❣❛r❞❛♥t ❧❛ têt❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ F ✳ ❈♦♠♠❡ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❡st ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✱ F ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡
❢♦r♠✉❧❡ ❛t♦♠✐q✉❡ ✭♣❛s ❞❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❛t♦♠✐q✉❡s✮✳
❙✐ F = F1RF2 ❛✈❡❝ R ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡✱ ❛❧♦rs Fσ = F1σRF2σ✱ ❞♦♥❝ ❧❛
rè❣❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡✳ ❙✐ F = ¬F1 ❛❧♦rs Fσ = ¬F1σ ❡t ❧❛ rè❣❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡✳
❊♥✜♥ s✐ F =?x.F1(x) ❛✈❡❝ ? ✉♥ q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r✱ ❛❧♦rs Fσ =?z.F1(z)σ ❛✈❡❝ z ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❢r❛î❝❤❡ ✭♣♦✉r é✈✐t❡r ❧❡s ❝❛♣t✉r❡s✮✳ ❆❧♦rs ❧❛ rè❣❧❡ ❡st ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ s✉r Fσ✳
❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❜✐❡♥ Γσ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✳ ✷
▲❡♠♠❡ ✺✳✸✳✶✷ ❙♦✐t S ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s S′ à ♣❛rt✐r ❞❡ S✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ ❡t ✉♥❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥
❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s S′σ à ♣❛rt✐r ❞❡ S t❡❧❧❡ q✉✬❛✉❝✉♥❡ rè❣❧❡ ∃p ♦✉ ∀n ♥✬❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡
♣❧✉s ❞✬✉♥❡ ❢♦✐s s✉r ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ❝❧❛✉s❡✳ ❉❡ ♣❧✉s ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❡st ♣❧✉s
❝♦✉rt❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ S′ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥✳
Pr❡✉✈❡ ✿ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ❡♥ r❡❣❛r❞❛♥t ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ rè❣❧❡ R✳ ❙✐
❛✉❝✉♥❡ rè❣❧❡ ♥✬❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❛❧♦rs σ ❡st ❧✬✐❞❡♥t✐té✳ ❙✐♥♦♥ ✉♥❡ rè❣❧❡ R ❛ été ❛♣♣❧✐q✉é❡ ♣♦✉r
❞♦♥♥❡r ❧❛ ❝❧❛✉s❡ Γ ❛❥♦✉té❡ à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s S′′ t❡❧ q✉❡ S′ = Γ;S′′✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ′ ❡t ✉♥❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ S′′σ′ à ♣❛rt✐r ❞❡ S ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥✳
❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❛ rè❣❧❡ R ♣❡✉t ❡♥❝♦r❡ êtr❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r Γσ′✳
❙✐ ❧❛ rè❣❧❡ R ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ∃p ♦✉ ∀n ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❧✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t
❜✐❡♥ r❡♠♣❧✐❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡
✕ s✐ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ ♥✬❛ ❥❛♠❛✐s s✉❜✐t ❧❛ ♠ê♠❡ rè❣❧❡ s✉r ❧❛
♠ê♠❡ ❢♦r♠✉❧❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ rè❣❧❡ ❡t ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
✶✵✸
✕ ❙✐♥♦♥ ❧❛ rè❣❧❡ ❛ ❞é❥à été ❛♣♣❧✐q✉é❡✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❡❧❧❡ ♥❡ ❧✬❛ été q✉✬✉♥❡ ❢♦✐s✱ ❡♥ ✐♥tr♦✲
❞✉✐s❛♥t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ F (x), C ✭♦✉ F (x)⊥, C✮ ❛✈❡❝ x ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢r❛î❝❤❡✱ q✉✐ s❡ tr♦✉✈❡
❞❛♥s S′′σ′✳ ❆♣♣❧✐q✉❡r R ✐♥tr♦❞✉✐t ❛❧♦rs ❧❛ ❝❧❛✉s❡ Γσ′ = F (y), C ✭♦✉ F (y)⊥, C✮ ❛✈❡❝ y
✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢r❛î❝❤❡✳
❙✐ ❧✬♦♥ ❞é✜♥✐t σ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t σ′ s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s❛✉❢ y ❡t σ(y) = x ❛❧♦rs
S′′σ = (Γ;S′′)σ ❝❛r Γσ = F (x), C ✭♦✉ F (x)⊥, C✮✳ ❖r Γ;S′′ = S′ ❞♦♥❝ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡
❞é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ S′σ à ♣❛rt✐r ❞❡ S ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛r s❛♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ rè❣❧❡
R✳ ✷
❆✐♥s✐✱ t♦✉t❡s ❧❡s rè❣❧❡s ♣❡✉✈❡♥t ♥✬êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s q✉✬✉♥❡ ❢♦✐s ✭♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐✲
s❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ∃n ❡t ∀p ❛✈❡❝ ✉♥ t❡r♠❡ ❞✐✛ér❡♥t ❡st ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞✐✛ér❡♥t❡✮✳ ❊♥ ❡✛❡t ❝❤❛q✉❡
❛✉tr❡ rè❣❧❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❞♦♥♥é❡ ❢♦r♠❡ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡✱ ♥✬❛❥♦✉t❛♥t ❛✉❝✉♥
é❧é♠❡♥t ♥♦✉✈❡❛✉✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ré♣ét❡r ❞❡✉① ❢♦✐s ✉♥❡
♠ê♠❡ rè❣❧❡ r❡✈✐❡♥t à ❢❛✐r❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té✳
✺✳✹ ❈♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡
◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❡st sûr ❡t ❝♦♠♣❧❡t✳ ❊①♣❧✐q✉♦♥s ❧❡ s❡♥s ❞❡ ❝❡s
♠♦ts ✿
❈❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡ s②stè♠❡ ❡st ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡
à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✳ ■❧ ❢❛✉t ❜✐❡♥ s❡ r❛♣♣❡❧❡r q✉❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥
r❡♣♦s❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡ t✐❡rs ❡①❝❧✉ ❡t ❞♦♥❝ s✉r ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡
❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✱ ❡t ❞♦♥❝ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r F ✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬♦♥
❛ ¬F ❡t ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ■❝✐ ❞♦♥❝✱ s✐ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ F ✱ ✐❧
❢❛✉t ❞ér✐✈❡r ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ s❡✉❧❡ ❝❧❛✉s❡ F⊥✳
❉✐r❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st sûr✱ ❝✬❡st ❞✐r❡ q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ ❛ ❞ér✐✈é ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ F⊥✱
❛❧♦rs F ❡st ✈❛❧✐❞❡✳ ❉✐r❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❝♦♠♣❧❡t✱ ❝✬❡st ❞✐r❡ q✉❡ s✐ F ❡st ✈❛❧✐❞❡ ❛❧♦rs ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ F⊥✳
P♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❝❡❧❛ ♦♥ ♣❡✉t s❡ r❛♠❡♥❡r à ✉♥ s②stè♠❡ ❞♦♥t ♦♥ s❛✐t q✉✬✐❧ ❡st sûr ❡t ❝♦♠♣❧❡t✳
❈♦♠♠❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❝❤♦✐s✐r ✉♥ s②stè♠❡
❝❧❛ss✐q✉❡✳
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♥♦tr❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡✱
s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❡st ✐♥t❡r♣rété ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ s♦✉s ❢♦r♠❡
♥♦r♠❛❧❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ✭❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s✮✱ q✉❡ ❧❛ ♥é❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡
❢♦r♠✉❧❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❡♥ ❡♥tr❛♥t ❧❛ ♥é❣❛t✐♦♥ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r✱ ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s
❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥s ❞❡s ♥é❣❛t✐♦♥s ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❡st ✈❛❧✐❞❡✳
■❧ ② ❛ ✉♥ s②stè♠❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬é❝r✐r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s✳
■❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s séq✉❡♥ts✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞❛♥s ✉♥
séq✉❡♥t✱ ❝❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐✳
◆♦✉s ❝❤❡r❝❤❡r♦♥s ❞♦♥❝ à ♣r♦✉✈❡r ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s séq✉❡♥ts
❝❧❛ss✐q✉❡ ▲❑✳ P♦✉r ✜①❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ r❛♣♣❡❧♦♥s ✐❝✐ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ✿
ax
A ⊢ A
Γ ⊢ A,∆ Γ′, A ⊢ ∆′
cut
Γ,Γ′ ⊢ ∆,∆′
✶✵✹
Γ, A ⊢ ∆
∧gd
Γ, A ∧B ⊢ ∆
Γ, B ⊢ ∆
∧gg
Γ, A ∧B ⊢ ∆
Γ ⊢ A,∆ Γ′ ⊢ B,∆′
∧d
Γ,Γ′ ⊢ A ∧B,∆,∆′
Γ, A ⊢ ∆ Γ′, B ⊢ ∆′
∨g
Γ,Γ′, A ∨B ⊢ ∆,∆′
Γ ⊢ A,∆
∨dg
Γ ⊢ A ∨B,∆
Γ ⊢ B,∆
∨dd
Γ ⊢ A ∨B,∆
Γ, B ⊢ ∆ Γ′ ⊢ A,∆′
→g
Γ,Γ′, A→ B ⊢ ∆,∆′
Γ, A ⊢ ∆
→dg
Γ ⊢ A→ B,∆
Γ ⊢ B,∆
→dd
Γ ⊢ A→ B,∆
Γ ⊢ A,∆
¬g
Γ,¬A ⊢ ∆
Γ, A ⊢ ∆
¬d
Γ ⊢ ¬A,∆
Γ, A[t/x] ⊢ ∆
∀g
Γ,∀xA ⊢ ∆
Γ ⊢ A[y/x],∆
∀d(∗)
Γ ⊢ ∀xA,∆
Γ, A[y/x] ⊢ ∆
∃g(∗)
Γ,∃xA ⊢ ∆
Γ ⊢ A[t/x],∆
∃d
Γ ⊢ ∃xA,∆
Γ ⊢ ∆
wg
Γ, A ⊢ ∆
Γ ⊢ ∆
wd
Γ ⊢ A,∆
Γ, A,A ⊢ ∆
cg
Γ, A ⊢ ∆
Γ ⊢ A,A,∆
cd
Γ ⊢ A,∆
✭✯✮ y ♥✬❡st ♣❛s ❧✐❜r❡ ❞❛♥s Γ✱ A✱ ∆
❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✹✳✶ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r ❞é❥à q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ ❞❡ ▲❑ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❛
rè❣❧❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✱ q✉❛♥❞ ♦♥ ✈♦✐t ❧❡ séq✉❡♥t A,B ⊢ C,D ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ¬A ∨ ¬B ∨
C ∨D✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ A⊥, B⊥, C,D✳
✺✳✹✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s
P❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♥♦✉s ❛❞♦♣t❡r♦♥s ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s✳ ❯♥❡ ❝❧❛✉s❡
ét❛♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡❣r♦✉♣❡r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♥é❣❛t✐✈❡s ❡♥s❡♠❜❧❡
❡t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ◆♦✉s ❛✉r♦♥s ❛❧♦rs ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ Γ⊥,∆ ♣♦✉r ✉♥❡
❝❧❛✉s❡✱ ♦ù Γ⊥ = {G⊥i }i∈I ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♥é❣❛t✐✈❡s ❡t∆ = {Hj}j∈J ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♣♦s✐t✐✈❡s✳
❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s s❡r❛ ♥♦té S = {Γ⊥k ,∆k}k=1..n✳
◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s Γ ⊢LK ∆ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ Γ ⊢ ∆ s♦✐t ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❞❛♥s ▲❑✳
▲♦rsq✉✬✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ R ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ♣♦✉r ♣❛ss❡r
❞✬✉♥❡ ét❛♣❡ à ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ R∗✳
✶✵✺
P♦✉r tr❛❞✉✐r❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❞❛♥s ▲❑✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
tr❛♥s❢♦r♠❛♥t ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❡♥ ❢♦r♠✉❧❡s✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✺✳✹✳✷ ❙♦✐t Γ⊥,∆ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❞é✜♥✐t
ψ(Γ⊥,∆) = (∧iGi) ∧ (∧j¬Hj)
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ψ ❛♣♣❧✐q✉é à ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ r❡♥✈♦✐❡ ❞♦♥❝ s❛ ♥é❣❛t✐♦♥✳ ❙✐ S ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❝❧❛✉s❡s {Γ⊥k ,∆k}k=1..n ♥♦✉s ♥♦t♦♥s ψ(S) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ S ♣❛r
ψ ✿
ψ(S) = {ψ(Γ⊥k ,∆k)}k=1..n
❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✹✳✸ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t s❛♥s ❧❡ ❞✐r❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s
s♦♥t ❞❡s ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡s✱ ❞♦♥❝ s♦♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♥♦♥ ♦r❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡
❧❡s é❝r✐r❡ ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ q✉✐ ♥♦✉s ❝♦♥✈✐❡♥t✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❞❛♥s ▲❑ ❧❡ ∧ ❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❡t
❛ss♦❝✐❛t✐❢ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ q✉❡ ❝❡❧❛ ♥❡ ♣♦s❡ ❛✉❝✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ψ ❡t t♦✉s ❧❡s
❝❤♦✐① q✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦✉rr❛ ❢❛✐r❡ s❡r♦♥t ✈❛❧✐❞❡s✳
✺✳✹✳✷ ▲❡ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❡st sûr
◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ♣r♦✉✈❡r q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ ❞é❞✉✐t ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ F⊥✱ ❛❧♦rs ⊢LK F ✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r♦✉✈❡r ✉♥ ❢❛✐t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✹✳✹ ❙♦✐t S = {Γ⊥k ,∆k}k=1..n ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ♥♦♥ ✈✐❞❡s✳ ❙✉♣♣♦✲
s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐ss❡ ❞ér✐✈❡r ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ S✳ ❆❧♦rs ⊢LK ψ(S)✳
Pr❡✉✈❡ ✿ ❈❡❧❧❡✲❝✐ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡
à ♣❛rt✐r ❞❡ S✳ ❈♦♠♠❡ S ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡✱ ✐❧ ② ❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ rè❣❧❡
q✉✐ ❡st ✉t✐❧✐sé❡✳ ❈✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ r❡ss❡♠❜❧❡ à
S
R
S;C
✳✳✳

❙✐ C ❡st ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ R ❡st ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❡t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
❢♦r♠✉❧❡ F t❡❧❧❡ q✉❡ F ❡t F⊥ s♦✐❡♥t ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ S✳ ❆❧♦rs S ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ S = S′;F ;F⊥✳
◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❛❧♦rs ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ⊢LK ψ(S′),¬F, F ✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ❝❛s ✿
ax
F ⊢ F
¬d
⊢ F,¬F
w∗d
⊢ ψ(S′), F,¬F
❙✐ C ♥✬❡st ♣❛s ✈✐❞❡✱ ❛❧♦rs S;C ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ♥♦♥ ✈✐❞❡s à ♣❛rt✐r ❞✉q✉❡❧
♦♥ ♣❡✉t ❞ér✐✈❡r ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❝♦✉rt❡ q✉❡ ♣♦✉r S✳
✶✵✻
❆✐♥s✐ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ⊢LK ψ(S), ψ(C)✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s
♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❞❡ ⊢ ψ(S), ψ(C) ♦♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ ⊢ ψ(S)✳ ◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ψ(Γ) = Π ♣♦✉r Γ
✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❡t ψ(S′) = Σ ♣♦✉r S′ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✳ ❱♦②♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s
s❡❧♦♥ ❧❛ rè❣❧❡ R✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❡s ♣r❡✉✈❡s s②♥t❛①✐q✉❡s✱ ♠❛✐s s✐♠♣❧✐✜é❡s ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡
❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té ❡t ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té ❞✉ ∧✳ ◆♦✉s ♥❡ ❞♦♥♥♦♥s q✉❡ q✉❡❧q✉❡s ❝❛s✱
❧❡s ❛✉tr❡s s❡ tr♦✉✈❛♥t à ❧✬❛♥♥❡①❡ ❱ ✿
✕ R = ∨p ✿ S ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ Γ, A∨B ❡t C = Γ, A,B✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡
⊢LK Σ,Π ∧ ¬(A ∨B),Π ∧ ¬A ∧ ¬B✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s T ❝♦♠♠❡
ax
A ⊢ A
¬g
¬A,A ⊢
∧gg
Π ∧ ¬A,A ⊢
∧gd
Π ∧ ¬A ∧ ¬B,A ⊢
ax
B ⊢ B
¬g
¬B,B ⊢
∧gg
¬A ∧ ¬B,B ⊢
∧gg
Π ∧ ¬A ∧ ¬B,B ⊢
∨g
Π ∧ ¬A ∧ ¬B,Π ∧ ¬A ∧ ¬B,A ∨B ⊢
cg
Π ∧ ¬A ∧ ¬B,A ∨B ⊢
¬d
Π ∧ ¬A ∧ ¬B ⊢ ¬(A ∨B) ⊢ Σ,Π ∧ ¬(A ∨B),Π ∧ ¬A ∧ ¬B
cut
⊢ Σ,Π ∧ ¬(A ∨B),¬(A ∨B)
❆❧♦rs
ax
Π ⊢ Π
∧gd
Π ∧ ¬A ⊢ Π
∧gd
Π ∧ ¬A ∧ ¬B ⊢ Π ⊢ Σ,Π ∧ ¬(A ∨B),Π ∧ ¬A ∧ ¬B
cut
⊢ Σ,Π ∧ ¬(A ∨B),Π T
∧d
⊢ Σ,Σ,Π ∧ ¬(A ∨B),Π ∧ ¬(A ∨B),Π ∧ ¬(A ∨B)
c∗
d
⊢ Σ,Π ∧ ¬(A ∨B)
✕ R = ∀p ✿ S ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ Γ,∀x.A(x) ❡t C = Γ, A(t)✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛r
❤②♣♦t❤ès❡ ⊢LK Σ,Π ∧ ¬∀x.A(x),Π ∧ ¬A(t)✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s T ❝♦♠♠❡
ax
A(t) ⊢ A(t)
¬g
¬A(t), A(t) ⊢
∧gg
Π ∧ ¬A(t), A(t) ⊢ ⊢ Σ,Π ∧ ¬∀x.A(x),Π ∧ ¬A(t)
cut
A(t) ⊢ Σ,Π ∧ ¬∀x.A(x)
∀g
∀x.A(x) ⊢ Σ,Π ∧ ¬∀x.A(x)
¬d
⊢ Σ,Π ∧ ¬∀x.A(x),¬∀x.A(x)
✶✵✼
❆❧♦rs
ax
Π ⊢ Π
∧gd
Π ∧ ¬A(t) ⊢ Π ⊢ Σ,Π ∧ ¬∀x.A(x),Π ∧ ¬A(t)
cut
⊢ Σ,Π ∧ ¬∀x.A(x),Π T
∧d
⊢ Σ,Σ,Π ∧ ¬∀x.A(x),Π ∧ ¬∀x.A(x),Π ∧ ¬∀x.A(x)
c∗
d
⊢ Σ,Π ∧ ∃x.A(x)
✕ R = ∀n ✿ S ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ Γ, (∀x.A(x))⊥ ❡t C = Γ, A(y)⊥ ❛✈❡❝ y ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❢r❛î❝❤❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ⊢LK Σ,Π ∧ ∀x.A(x),Π ∧A(y)✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s T
❝♦♠♠❡
ax
A(y) ⊢ A(y)
∧gg
Π ∧A(y) ⊢ A(y) ⊢ Σ,Π ∧ ∀x.A(x),Π ∧A(y)
cut
⊢ Σ,Π ∧ ∀x.A(x), A(y)
∀d(∗)
⊢ Σ,Π ∧ ∀x.A(x), ∀y.A(y)
❆❧♦rs
ax
Π ⊢ Π
∧gd
Π ∧A(y) ⊢ Π ⊢ Σ,Π ∧ ∀x.A(x),Π ∧A(y)
cut
⊢ Σ,Π ∧ ∀x.A(x),Π T
∧d
⊢ Σ,Σ,Π ∧ ∀x.A(x),Π ∧ ∀x.A(x),Π ∧ ∀x.A(x)
c∗
d
⊢ Σ,Π ∧ ∀x.A(x)
✭✯✮ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ r❡♠♣❧✐❡✳
✕ ❱♦✐r ❧✬❛♥♥❡①❡ ❱ ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s✳ ✷
✺✳✹✳✸ ▲❡ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❡st ❝♦♠♣❧❡t
❖♥ ✈❡✉t ♣r♦✉✈❡r q✉❡ s✐ ⊢LK F ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ à ♣❛rt✐r ❞❡
F⊥✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r♦✉✈❡r ✉♥ ❢❛✐t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✹✳✺ ❙♦✐t {Hi}i∈{1,...,k} ❡t {Fj}j∈{1,...,l} ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❛
H1, . . . ,Hk ⊢LK F1, . . . , Fl
❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s
S = H1; . . . ;Hk;F
⊥
1 ; . . . ;F
⊥
l
Pr❡✉✈❡ ✿ ◆♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ▲❑ ✈ér✐✜❡ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉♣✉r❡s ✭✈♦✐r ♣❧✉s
t❛r❞ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✼✳✸✮✳ ◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❞♦♥❝ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛
❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ H1, . . . ,Hk ⊢ F1, . . . , Fl s❛♥s ❝♦✉♣✉r❡✳ ❘❛✐s♦♥♥♦♥s s❡❧♦♥ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ rè❣❧❡✳
✶✵✽
◆♦✉s ♥❡ ❞♦♥♥♦♥s ♣❛s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ét❛♥t r❡♣♦rté❡ à ❧✬❛♥♥❡①❡ ❱ ✿
✕
Γ, A[t/x] ⊢ ∆
∀g
Γ,∀xA ⊢ ∆
✿ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡
✈✐❞❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ T = S1;A(t)✳ ❖r ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ∀p ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s
S1;A(t);∀x.A(x) à ♣❛rt✐r ❞❡ S1;∀x.A(x) ❡t ♥♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❣râ❝❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ✺✳✸✳✹✳
✕
Γ ⊢ A[y/x],∆
∀d
Γ ⊢ ∀xA,∆
✿ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡
à ♣❛rt✐r ❞❡ T = S1;A(y)⊥✳ ❖r ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ∀n ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s
S1;A(y)
⊥; (∀x.A(x))⊥ à ♣❛rt✐r ❞❡ S1; (∀x.A(x))⊥ ❡t ♥♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❣râ❝❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡
✺✳✸✳✹✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❛ rè❣❧❡ ∀d ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❛
rè❣❧❡ ∀n ❡st r❡s♣❡❝té❡✳
✕ ❱♦✐r ❧❡ r❡st❡ ❞❡s ❝❛s ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❱✳ ✷
✺✳✺ ❯♥❡ str❛té❣✐❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡
✺✳✺✳✶ ▲✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s s✉❜s✉♠é❡s
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❝❡ q✉✬❡st ❧❛ s✉❜s♦♠♣t✐♦♥✳ ▼❛✐s
♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ s✉❜s♦♠♣t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ q✉✐ ❡st ♣❧✉s
s✐♠♣❧❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♥✬✉t✐❧✐s❛♥t ♣❛s
❝❡t ♦✉t✐❧✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✺✳✺✳✶ ✭❙✉❜s♦♠♣t✐♦♥✮ ❯♥❡ ❝❧❛✉s❡ C s✉❜s✉♠❡ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❞✐st✐♥❝t❡ C ′ s✐
C ⊂ C ′✳
■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❡r t♦✉t❡ ❝❧❛✉s❡ s✉❜s✉♠é❡✱ q✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡①✐st❡ ❛✈❛♥t ♦✉ s♦✐t ♦❜t❡♥✉❡
❛♣rès ❧❛ ❝❧❛✉s❡ q✉✐ ❧❛ s✉❜s✉♠❡ ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✺✳✷ ❙♦✐t S ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✱ C ❡t C ′ ❞❡✉① ❝❧❛✉s❡s✳ ❙♦✐t Γ′ ✉♥❡
❝❧❛✉s❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ Γ′ à ♣❛rt✐r ❞❡ S;C;C ′ ❡t q✉❡ C s✉❜s✉♠❡
C ′✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ Γ q✉✐ s✉❜s✉♠❡ Γ′ ❡t ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ Γ à ♣❛rt✐r
❞❡ S;C ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ C ′ ♥✬❡st ❥❛♠❛✐s ❞ér✐✈é❡ ❡t ❞♦♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ S ♥✬❡st ♣❛s ❛✉❣♠❡♥té✳
Pr❡✉✈❡ ✿ ❊❧❧❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ✭♥♦♠❜r❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ C ′ ❞❛♥s ❧❛
♣r❡✉✈❡✱t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✮✳ ❙✐ C ′ ♥✬❡st ♣❛s ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ♦♥ é❧✐♠✐♥❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t
C ′✳ ❙✐ C ′ ❡st ✉t✐❧✐sé❡✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ✉t✐❧❡ s❡❧♦♥ ✺✳✸✳✾ ✭s✐♥♦♥ ♦♥ ❧❛
r❡♥❞ ✉t✐❧❡ ❡t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡✈✐❡♥t ♣❧✉s ❝♦✉rt❡✮✱ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t C s✐ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥✬❡st
♣❛s ✉t✐❧✐sé❡✳ ❙✐ ❛✉❝✉♥❡ rè❣❧❡ ♥✬❡st ✉t✐❧✐sé❡✱ ❝✬❡st q✉❡ Γ′ = C ′✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ♣♦s❡ Γ = C ❛❧♦rs ♦♥
❛ ❧❡ rés✉❧t❛t✳
❙✐♥♦♥ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ rè❣❧❡ ❡st ✉♥❡ rè❣❧❡ s✉r C ′✳ ❙✐♥♦♥ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
rè❣❧❡ R ❝ré❡ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ D à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❞❡ S✱ ❡t ♦♥ ❛ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ Γ′ à ♣❛rt✐r
❞❡ S;C;C ′;D q✉✐ ❡st ♣❧✉s ❝♦✉rt❡ ✭❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❡st
✶✵✾
✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧✮✳ ❆❧♦rs ❧✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ ❡t ❝♦♠♠❡
S;C
R
S;C;D
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜✐❡♥ ❧❡ rés✉❧t❛t s♦✉❤❛✐té✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ S ❡♥ ❤❛✉t ❡st
❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ S ❡t ❞❡ D ❡♥ ❜❛s✳
❘❡❣❛r❞♦♥s ❞♦♥❝ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ rè❣❧❡✱ q✉✐ ♣♦rt❡ s✉r C ′✳
✕ ❙✐ ❝✬❡st ✉♥❡ rè❣❧❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✱ C ′ = A,C ′1
❡t ❧❛ rè❣❧❡ R ❝ré❡ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ B,C ′1✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ Γ
′ à ♣❛rt✐r ❞❡
S;C;C ′;B,C ′1 q✉✐ ❡st ♣❧✉s ❝♦✉rt❡✳ ■❧ ② ❛ ❞❡✉① ❝❛s ✿
✶✳ A 6∈ C ✿ ❛❧♦rs C s✉❜s✉♠❡ ❛✉ss✐ B,C ′1 ❡t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✬✉♥❡
❝❧❛✉s❡ Γ1 q✉✐ s✉❜s✉♠❡ Γ′ à ♣❛rt✐r ❞❡ S;C;C ′✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ C ′ ❡st
str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❞♦♥❝ ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ Γ q✉✐ s✉❜s✉♠❡ Γ1 ❡t q✉✐ ❡st
❞ér✐✈é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ S;C✳
✷✳ A ∈ C = A,C1 ✿ ♦♥ ♣❡✉t ❛❥♦✉t❡r ❧❛ ❝❧❛✉s❡ B,C1 à S;C;C ′;B,C ′1✳ ▲❛ ❝❧❛✉s❡ B,C1
s✉❜s✉♠❡ B,C ′1✱ ❡t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ Γ1 à ♣❛rt✐r
❞❡ S;C;C ′;B,C1✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡✱ C ′ ❡st ♠♦✐♥s ✉t✐❧✐sé❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✱
❞♦♥❝ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ Γ à ♣❛rt✐r ❞❡ S;C;B,C1✳
❈♦♠♠❡
S;A,C1
R
S;C;B,C1
❡st ✈❛❧✐❞❡ ✭♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s rè❣❧❡s ∃p ❡t ∀n ❝❛r C,C ′1 ❛ été r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r B,C1✮✱ ❧❡
❝❛s ❡st t❡r♠✐♥é✳
✕ ❙✐ ❧❛ rè❣❧❡ ❡st ❧❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✱ ❛❧♦rs C ′ = A,A,C ′1 ❡t ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st A,C
′
1✳ ■❧ ② ❛
✐❝✐ tr♦✐s ❝❛s ✿
✶✳ A 6∈ C ✿ ❈✬❡st ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳
✷✳ A ∈ C ♠❛✐s A,A 6∈ C ✿ ❙✐ C = A,C ′1✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❧✉s
❝♦✉rt❡ ❞❡ Γ s❛♥s ✉t✐❧✐s❡r ❝❡tt❡ rè❣❧❡ ❡t ❧✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ t❡r♠✐♥❡✳
✸✳ A,A ∈ C ✿ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ s❡ ❢❛✐t ❞❡ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡
q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳
✕ ❙✐ ❧❛ rè❣❧❡ ❡st ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❛❧♦rs C ′ = A,C ′1 ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✭s✐♥♦♥ ✐♥✈❡rs❡r A ❡t A
⊥✮ ❡t
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ D′ = A⊥, D′1 ❡t ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st C
′
1, D
′
1✳ ❉❡✉① ❝❛s ✐❝✐
✶✳ A 6∈ C ✿ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳
✷✳ A ∈ C ✿ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ s❡❝♦♥❞ ❝❛s ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ✷
✺✳✻ ▲❡ s②stè♠❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té
■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥♥é ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❜✐❡♥ ✉♥
s②stè♠❡ ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡t ♥♦♥ ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r✳
✶✶✵
P♦✉r êtr❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s✱ ❧❡s rè❣❧❡s ♦ù ❧✬♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡s t❡r♠❡s ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ s♦♥t r❡♠♣❧❛❝és
❞❛♥s ❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ♣❛r ❞❡s rè❣❧❡s ♦ù ❧✬♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ q✉✐ ❛✉r♦♥t
♣♦✉r ❜✉t ❞✬êtr❡ ❥✉st❡♠❡♥t s✉❜st✐t✉é❡s ♣❛r ❧❡ ❜♦♥ t❡r♠❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ■❧ ❡st ❜✐❡♥ é✈✐❞❡♥t
q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡s ❜♦♥s t❡r♠❡s à ✉t✐❧✐s❡r✱ ❡t q✉❡ ❝❡✉①✲❝✐ ♥❡
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr♦✉✈és à ❧✬❛✈❛♥❝❡✳
▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ s②stè♠❡ s♦♥t ❡❧❧❡s r❡♠♣❧❛❝é❡s ♣❛r ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❢r❛î❝❤❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞é♠♦♥s✲
tr❛t❡✉r✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s s✉❜st✐t✉é❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ s②stè♠❡
s♦♥t ❡♥ ❢❛✐t r❡♠♣❧❛❝é❡s ♣❛r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛②❛♥t ♣♦✉r ❛r❣✉♠❡♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳
▲❡ ❧❡♠♠❡ ✺✳✸✳✶✷ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r t♦✉t❡s ❧❡s rè❣❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡s à ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡✱ ❡♥
♥♦♠❜r❡ ✜♥✐✱ s❛♥s r❡✈❡♥✐r ♣❧✉s t❛r❞ s✉r ❝❡tt❡ ❝❧❛✉s❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s r❡♣ré✲
s❡♥t❛♥t t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❡t ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s✱ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱
♥✬♦♥t ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ♥✬êtr❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡s q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s ❣râ❝❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡✳
Pré❝✐s♦♥s ♣❧✉s ❝❡❧❛ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s
s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t t♦✉❥♦✉rs ❞❡ ❞é❞✉❝✲
t✐♦♥s ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡ ❡t q✉✬❛✉❝✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ♥✬❡st
é❧✐♠✐♥é❡✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❝❧❛✉s❡ ❛❝t✐✈❡s ❞❛♥s ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ✿
Γ, A ∨B
∨p
Γ, A,B
Γ, (A ∨B)⊥
∨ng
Γ, A⊥
Γ, (A ∨B)⊥
∨nd
Γ, B⊥
Γ, A→ B
→p
Γ, A⊥, B
Γ, (A→ B)⊥
→ng
Γ, A
Γ, (A→ B)⊥
→nd
Γ, B⊥
Γ, (A ∧B)⊥
∧n
Γ, A⊥, B⊥
Γ, A ∧B
∧pg
Γ, A
Γ, A ∧B
∧pd
Γ, B
Γ, (¬A)⊥
¬n
Γ, A
Γ,¬A
¬p
Γ, A⊥
Γ,∀x.A(x)
∀p(∗)
Γ, A(y)
Γ, (∀x.A(x))⊥
∀n(∗∗)
Γ, A(f(x1, . . . , xn))
⊥
Γ,∃x.A(x)
∃p(∗∗)
Γ, A(f(x1, . . . , xn))
Γ, (∃x.A(x))⊥
∃n(∗)
Γ, A(y)⊥
Γ, A,A′
contrp(∗ ∗ ∗)
Γσ,Aσ
Γ, A⊥, A′⊥
contrn(∗ ∗ ∗)
Γσ,Aσ⊥
Γ, A; Γ′, A′⊥
res(∗ ∗ ∗)
Γσ,Γ′σ
✶✶✶
❖ù
(∗) y ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢r❛î❝❤❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ y ♥✬❡st ♣❛s ❧✐❜r❡ ❞❛♥s S✱ Γ ❡t A(x) ❀
(∗∗) f ❡st ✉♥ ♥♦♠ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢r❛✐s ❡t ❧❡s xi s♦♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ A s❛✉❢ x ❀
(∗ ∗ ∗) σ ❡st ❧✬✉♥✐✜❝❛t❡✉r ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞❡ A ❡t A′✳
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝❧❛✉s❡ s✉❜✐t ✉♥ r❡♥♦♠♠❛❣❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t❡❧❧❡
s♦rt❡ q✉❡ s❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s s♦✐❡♥t t♦✉t❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢r❛î❝❤❡s✳ ❆✐♥s✐ ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❧♦rs
❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t s✉r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❛②❛♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✐st✐♥❝t❡s✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✻✳✶ ▲❡s rè❣❧❡s s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❛s ♣r♦♣♦✲
s✐t✐♦♥♥❡❧s✱ ♠❛✐s ❝❤❛♥❣❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s rè❣❧❡s ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡s q✉❛♥t✐✜✲
❝❛t❡✉rs✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s ❡t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥✳
✺✳✼ ❈♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té
◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❡st ❝♦♠♣❧❡t✱ ❡t ♣♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r
q✉✬✐❧ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s séq✉❡♥ts✱ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡✳
◆♦✉s ❞❡✈♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ r❛♣♣❡❧❡r ✉♥ rés✉❧t❛t s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❙❦♦❧❡♠✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱
r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s séq✉❡♥ts ✿
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✺✳✼✳✶ ▲❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞✬✉♥ séq✉❡♥t ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
✕ ❯♥ séq✉❡♥t Γ ⊢ ∆ ❡①♣r✐♠é ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ L ❡st ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s ✉♥❡ L✲str✉❝t✉r❡ M s✐
♣♦✉r t♦✉t❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ ❞❡ s❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ♣❛r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ M ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡
t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ Γσ ❞❛♥s M ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ∆σ
❞❛♥s M✳
✕ ❯♥ séq✉❡♥t ❡st ❞✐t ✈❛❧✐❞❡ s✐ ✐❧ ❡st ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s t♦✉t❡ L✲str✉❝t✉r❡✳
✕ ❙♦✐t Γ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ Γ ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡ s✐ Γ ⊢ ❡st ✈❛❧✐❞❡✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✼✳✷ ▲❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s Γ s♦✐t ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡
q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ str✉❝t✉r❡✱ ❡t q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s
❞❡ Γσ ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡✳ ❙✐♥♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧❡ séq✉❡♥t Γ ⊢ ❡st ✈❛❧✐❞❡ ✐❧ ❞♦✐t ②
❛✈♦✐r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ à ❞r♦✐t❡ ❞✉ séq✉❡♥t ❞♦♥t ♦♥ ♣❡✉t t❡st❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ s✐ ❧❡ séq✉❡♥t ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ ❛❧♦rs ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡
s✐♠♣❧✐✜é❡✱ ✐❧ ❡st ✐♥✉t✐❧❡ ❞❡ ♣❛r❧❡r ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳
❖♥ ❛ ❞❡ ♣❧✉s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ s✉✐✈❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✼✳✸ ❯♥ séq✉❡♥t ❡st ❞é♠♦♥tr❛❜❧❡ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s séq✉❡♥ts s❛♥s ❝♦✉♣✉r❡ s✐
❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡st ✈❛❧✐❞❡✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛♥♦♥❝❡r ❡t ♣r♦✉✈❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
▲❡♠♠❡ ✺✳✼✳✹ ❙♦✐t S ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❝❧♦s❡s✱ s♦✐t G ❡t H ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s✳ ❙✉♣✲
♣♦s♦♥s q✉❡ G ❛✐t x, x1, . . . , xn ❝♦♠♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❡t q✉❡ H ❛✐t y1, . . . , ym ❝♦♠♠❡
✶✶✷
✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ❙♦✐t f ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à n ❛r❣✉♠❡♥ts✳
❆❧♦rs ♦♥ ❛ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡
S, ∀xi, yi(H ∨ ∃x.G(x, x1, . . . , xn)) ⊢LK
❛✈❡❝
S, ∀xi, yi(H ∨G(f(x1, . . . , xn), x1, . . . , xn)) ⊢LK
Pr❡✉✈❡ ✿ ◆♦t♦♥s ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ F = ∃x.G(x, x1, . . . , xn)✳
✕ ♣r♦✉✈♦♥s ❧❡ s❡♥s ✭⇒✮ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥tr❛♣♦sé❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡
t❡❧❧❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ S, ∀xi, yj(H ∨G(f(x1, . . . , xn), x1, . . . , xn)) s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s
❞❛♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ∀xi, yj(H ∨F ) ❡st ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡✳
❙♦✐t σ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛②❛♥t ♣♦✉r ❞♦♠❛✐♥❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s xi ❡t yj ❡t ♣♦✉r ✐♠❛❣❡ ❞❡s
é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✳ ❆❧♦rs (H ∨G(f(x1, . . . , xn), x1, . . . , xn))σ ❡st ✈❛❧✐❞❡✳
◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ♣r♦✉✈❡r q✉❡ (H ∨F )σ ❡st ✈❛❧✐❞❡✳ ❙✐ Hσ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✱ ❛❧♦rs ❝✬❡st t❡r♠✐♥é✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❝✬❡st G(f(x1, . . . , xn), x1, . . . , xn)σ q✉✐ ❡st ✈❛❧✐❞❡✱ ❞♦♥❝ ✐❧ ② ❛ ✉♥
t❡r♠❡ t = f(x1, . . . , xn)σ✱ q✉✐ ❡st t❡❧ q✉❡ G(x, x1, . . . , xn)σ[t/x] ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✳ ❉♦♥❝ Fσ
❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✱ ♣✉✐s (H ∨ F )σ é❣❛❧❡♠❡♥t✳
✕ ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡ s❡♥s✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ② ❛✐t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s
❞❡ S, ∀xi, yj(H ∨ F ) s♦✐❡♥t ✈❛❧✐❞❡s ❞❛♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡✳ ■❧ s✉✣t ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡♥
❞♦♥♥❛♥t ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ f ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ∀xi, yj .(H∨G(f(x1, . . . , xn), x1, . . . , xn))
❡st ✈❛❧✐❞❡✳
❙♦✐t σx ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ tr❛♥s❢♦r♠❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s xi ❡♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡
❡t ♥♦t♦♥s σy t♦✉t❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ tr❛♥s❢♦r♠❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s yj ❡♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛
str✉❝t✉r❡✳ ❙✐ Hσxσy ❡st ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ σy✱ ❛❧♦rs ♦♥ ✐♥t❡r♣rèt❡ f ❡♥ (x1, . . . , xi)σx
♣❛r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✳
❙✐♥♦♥ ✜①♦♥s ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σy ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ Hσxσy ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡✳ ❖♥ s❛✐t q✉❡
Fσxσy ❡st ✈❛❧✐❞❡✱ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ t❡❧ q✉❡
G(x, x1, . . . , xn)σ[t/x] ❡st ✈❛❧✐❞❡✳ ❖♥ ✐♥t❡r♣rèt❡ ❛❧♦rs f ❡♥ (x1, . . . , xi)σx ♣❛r ❝❡t é❧❡✲
♠❡♥t t✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ f t❡❧❧❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ∀xi, yj(H ∨
G(f(x1, . . . , xn), x1, . . . , xn)) ❡st ✈❛❧✐❞❡✳ ✷
▲❡♠♠❡ ✺✳✼✳✺ ❙♦✐t S ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❝❧♦s❡s✱ s♦✐t G ❡t H ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s✳ ❙✉♣✲
♣♦s♦♥s q✉❡ G ❛✐t x, x1, . . . , xn ❝♦♠♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❡t q✉❡ H ❛✐t y1, . . . , ym ❝♦♠♠❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ❙♦✐t f ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à n ❛r❣✉♠❡♥ts✳
❆❧♦rs
S, ∀xi, yi(H ∨ ¬∀x.G(x, x1, . . . , xn)) ⊢LK
s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
S, ∀xi, yi(H ∨ ¬G(f(x1, . . . , xn), x1, . . . , xn)) ⊢LK
Pr❡✉✈❡ ✿ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❞❛♥s t♦✉t❡ str✉❝t✉r❡ ¬∀x.F s♦✐t éq✉✐✈❛❧❡♥t à ∃x.¬F ♥♦✉s ♣❡r♠❡t
❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ✷
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♣♦✉r ❝♦♥t✐♥✉❡r✳
✶✶✸
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✺✳✼✳✻ ❙♦✐t Γ⊥,∆ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❞é✜♥✐t
φ(Γ⊥,∆) = ∀x1, . . . , xn(∨i¬Gi) ∨ (∨jHj)
♦ù ❧❡s xi s♦♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡✳
❙✐ S ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s {Γ⊥k ,∆k}k=1..n ♥♦✉s ♥♦t♦♥s φ(S) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s
❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ S ♣❛r φ ✿
φ(S) = {φ(Γ⊥k ,∆k)}k=1..n
❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✼✳✼ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ r❡♥✈♦✐❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛♥t✳
✺✳✼✳✶ ▲❡ s②stè♠❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té ❡st sûr
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✼✳✽ ❙♦✐t S = {Γ⊥k ,∆k}k=1..n ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ♥♦♥ ✈✐❞❡s✳ ❙✉♣♣♦✲
s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐ss❡ ❞ér✐✈❡r ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ S✳ ❆❧♦rs φ(S) ⊢LK ✳
Pr❡✉✈❡ ✿ ❈❡❧❧❡✲❝✐ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ S à ❧❛ ❝❧❛✉s❡
✈✐❞❡✳ ❈♦♠♠❡ S ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡✱ ✐❧ ② ❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ rè❣❧❡ q✉✐ ❡st
✉t✐❧✐sé❡✳ ❈✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ r❡ss❡♠❜❧❡ à
S
R
S;C
✳✳✳

❙✐ C ❡st ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ R ❡st ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❡t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s
❢♦r♠✉❧❡s F ❡t F ′ q✉✐ s✬✉♥✐✜❡♥t ❡t t❡❧❧❡s q✉❡ F ❡t F ′⊥ s♦✐❡♥t ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ S✳ ❆❧♦rs S
♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ S = S′;F ;F ′⊥✳ ◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❛❧♦rs ♣r♦✉✈❡r q✉❡ φ(S′),∀xiF,∀yj¬F ′ ⊢LK ✳
❙♦✐t σ ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ q✉✐ r❡♥❞ F ❡t F ′ é❣❛❧❡s✳
ax
Fσ ⊢ F ′σ
¬g
Fσ,¬F ′σ ⊢
w∗g
φ(S′), Fσ,¬F ′σ ⊢
∀∗g
φ(S′),∀xiF,∀yj¬F
′ ⊢
❙✐ C ♥✬❡st ♣❛s ✈✐❞❡✱ ❛❧♦rs S;C ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ♥♦♥ ✈✐❞❡s à ♣❛rt✐r ❞✉q✉❡❧
♦♥ ♣❡✉t ❞ér✐✈❡r ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❝♦✉rt❡ q✉❡ ♣♦✉r S✳
❆✐♥s✐ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ φ(S), φ(C) ⊢LK ✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s
♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❞❡ φ(S), φ(C) ⊢ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ φ(S) ⊢ ✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡
✕ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ rè❣❧❡ ♥✬❛ q✉✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❛❝t✐✈❡ φ(D1) ⊢LK φ(C) s✐ C ❛ été ♦❜t❡♥✉ à
♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ D1 ❞❡ S = S′;D1 ❝❛r ❛❧♦rs ✿
✶✶✹
φ(S′), φ(D1), φ(C) ⊢ φ(D1) ⊢ φ(C)
cut
φ(S′), φ(D1), φ(D1) ⊢
c∗g
φ(S) ⊢
✕ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ rè❣❧❡ ❛ ❞❡✉① ❢♦r♠✉❧❡s ❛❝t✐✈❡s φ(D1), φ(D2) ⊢LK φ(C) s✐ C ❛ été
♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ D1 ❡t ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ D2 ❞❡ S = S′;D1;D2 ❝❛r ❛❧♦rs ✿
φ(S′), φ(D1), φ(D2), φ(C) ⊢ φ(D1), φ(D2) ⊢ φ(C)
cut
φ(S′), φ(D1), φ(D2), φ(D1), φ(D2) ⊢
c∗g
φ(S) ⊢
◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s Π ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ φ(Γ) s❛♥s ❧✐❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ♣♦✉r Γ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❡t Σ =
φ(S′) ♣♦✉r S′ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✳ ❱♦②♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s s❡❧♦♥ ❧❛ rè❣❧❡ R✳
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❡s ♣r❡✉✈❡s sé♠❛♥t✐q✉❡s✳ ❚♦✉s ❧❡s ❝❛s ♥❡ s❡r♦♥t ♣❛s ❞♦♥♥és ✐❝✐ ❡t ❧❡ ❧❡❝t❡✉r
✐♥tér❡ssé ♣♦✉rr❛ ❛❧❧❡r ✈♦✐r ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ à ❧✬❛♥♥❡①❡ ❱ ✿
✕ R = ∀p ✿ S ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ Γ,∀x.A(x) ❡t C = Γ, A(z) ❛✈❡❝ z ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢r❛î❝❤❡✳
◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣r♦✉✈❡r ∀xi(Π ∨ ∀x.A(x)) ⊢LK ∀xi, z(Π ∨A(z))
❙✐ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s ✉♥❡ str✉❝t✉r❡✱ ♣r♦✉✈♦♥s q✉❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡✳
❙✐ ❡❧❧❡ ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡
(Π∨A(z))σ ❡st ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ Πσ ❡st ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡ ❡t A(z)σ ❡st ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡✳
❖r s✐ Πσ ❡st ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡✱ ❛❧♦rs ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ∀x.A(x)σ ❡st ✈❛❧✐❞❡✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡
A(z)σ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡st ✈❛❧✐❞❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✳
✕ R = ∀n ✿ S ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ Γ, (∀x.A(x, x1, . . . , xn))⊥ ❡t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡
C = Γ, A(f(y1, . . . , yn), y1, . . . , yn)
⊥ ❛✈❡❝ f ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡t yk ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❧✐❜r❡s ❞❡ A(y, y1, . . . , yn) ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ y✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ q✉❡
Σ,∀xi(Π ∨ ¬∀x.A(x, x1, . . . , xn)),∀yjΠ ∨ ¬A(f(y1, . . . , yn), y1, . . . , yn) ⊢LK ✭✶✮
◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ♣r♦✉✈❡r Σ,∀xi(Π ∨ ¬∀x.A(x, x1, . . . , xn)) ⊢LK ✳
❖r ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✺✳✼✳✺ ✭✶✮ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à
Σ,∀xi(Π ∨ ¬∀x.A(x, x1, . . . , xn)),∀yi(Π ∨ ¬∀y.A(y, y1, . . . , yn)) ⊢LK
❈❡ q✉✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ rés✉❧t❛t ✭♣❛r ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ s❡♥s ❡t ❛✛❛✐❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞❛♥s
❧✬❛✉tr❡✮✳
✕ ✈♦✐r ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❱✳ ✷
✺✳✼✳✷ ▲❡ s②stè♠❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té ❡st ❝♦♠♣❧❡t
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✉ rés✉❧t❛t s✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ s✉r ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s
❛t♦♠✐q✉❡s✳
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✼✳✾ ✭❈♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞✮ ❙♦✐t S ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❛t♦♠✐q✉❡s✳ ❆❧♦rs φ(S) ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ S ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥
❡t ❞❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✳
✶✶✺
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✺✳✼✳✶✵ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ t❛✐❧❧❡ t(F ) ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ F
♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛✐♥s✐ ✿
✕ t(Atome) = 0 ❀
✕ t(F1@F2) = 1 + t(F1) + t(F2) s✐ @ ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❜✐♥❛✐r❡ ❀
✕ t(∗F ) = 1 + t(F ) s✐ ∗ ❡st ❧❛ ♥é❣❛t✐♦♥ ♦✉ ✉♥ q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r✳
❖♥ ❞é✜♥✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ♣❛r t(A⊥) = t(A)✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ❝❛❝❤é❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡
❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✼✳✶✷ ✿
▲❡♠♠❡ ✺✳✼✳✶✶ ❙♦✐t S ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❡t C = A,A,Γ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡✳ ❆❧♦rs φ(S;C)
❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ φ(S;A,Γ) ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✳
Pr❡✉✈❡ ✿ ■❧ s✉✣t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ φ(A,A,Γ) ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à φ(A,Γ)✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❝❧❛✐r✱ ❝❛r
A ∨A ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à A✳ ✷
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✼✳✶✷ ❙♦✐t S ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✳ ❙✐ φ(S) ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡ ❛❧♦rs ♦♥
♣❡✉t ❞ér✐✈❡r ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ S✳
Pr❡✉✈❡ ✿ ❊❧❧❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ✭t❛✐❧❧❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ S✱
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✮✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❞❡✉① ❢♦r♠✉❧❡s
s♦♥t é❣❛❧❡s à r❡♥♦♠♠❛❣❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣rès✳ ❙✐ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❡st ♥✉❧❧❡✱
❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s s♦♥t ❛t♦♠✐q✉❡s ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡✳
❙✐♥♦♥ ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ F ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ✭♥♦♥ ♥✉❧❧❡✮ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❞❡ S✳ ◆♦t♦♥s
Ci = C
′
i, F ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ S = S
′;Ci✳ ❙✐ F ❛♣♣❛r❛ît ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ❞❛♥s Ci✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s
q✉✬❡❧❧❡ ♥✬❛♣♣❛r❛ît q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s ❣râ❝❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❘❡❣❛r❞♦♥s ❧❡s ❝❛s s❡❧♦♥ F ✱
❡t ❞♦♥♥♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ T ❞❡ ❝❧❛✉s❡s t❡❧ q✉❡ φ(T ) ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡ ❡t ❞♦♥t ❧❡ ❝♦✉♣❧❡
❡st ♣❧✉s ♣❡t✐t✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ F ✱ q✉✐ s♦♥t
t♦✉❥♦✉rs ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✱ ❡t ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ F ✳ ◆♦✉s ♥❡ ❞♦♥♥♦♥s ♣❛s ✐❝✐ t♦✉s ❧❡s
❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ❞és✐r❛♥t ✈♦✐r ❧❡s ❝❛s ♠❛♥q✉❛♥t ♣♦✉rr❛ s❡ r❡♣♦rt❡r à ❧✬❛♥♥❡①❡ ❱ ✿
✕ F = ∀x.A(x) ✿ P♦s♦♥s T = S′;C ′i, A(z) ❛✈❡❝ z ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❙✐ φ(T ) ♥✬❡st ♣❛s
❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ φ(T )
s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s✳ ❉♦♥❝ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ φ(S′) s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s ❡t φ(C ′i, A(z)) = ∀yi, z(C
′
i ∨A(z))
é❣❛❧❡♠❡♥t✳ ❖r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s φ(Ci) ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡✳ ❉♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ t❡❧❧❡ q✉❡ C ′iσ ∨ ∀x.A(x)σ ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡✳ ❞♦♥❝ C
′
iσ ❡st ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡ ❡t
∀x.A(x)σ ❡st ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r A(z)σ ❡st ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡ ❞♦♥❝ φ(C ′i, A(z)) ♥✬❡st ♣❛s
✈❛❧✐❞❡ ✿ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳
✕ F = (∀x.A(x, x1, . . . , xn))⊥ ✿ P♦s♦♥s T = S′;C ′i, A(f(xi), x1, . . . , xn)
⊥ ❛✈❡❝ f ✉♥ ♥♦✉✲
✈❡❛✉ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ ❡t xi ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ A ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ x✳ ◆♦✉s s❛✈♦♥s ♣❛r
❧❡ ❧❡♠♠❡ ✺✳✼✳✺ q✉❡ φ(T ) ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ φ(S) ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✳
✕ ✈♦✐r ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❱✳
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❛❥♦✉té❡s à S′ ♣♦✉r ❝ré❡r T ♣❡✉✈❡♥t t♦✉❥♦✉rs êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡s
à ♣❛rt✐r ❞❡ rè❣❧❡s s✉r ❧❡s ❝❧❛✉s❡s Ci✱ ❡♥ ❞é❝♦♠♣♦s❛♥t F ❛♣rès ❛✈♦✐r ❢❛✐t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ F ❛♣♣❛r❛ît ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛✉s❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ S s❡
✶✶✻
❞é❞✉✐t ❡♥ T ;Ci✱ ❡t ♣✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ T ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡
❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r S✳ ✷
❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✼✳✶✸ ❙♦✐t S ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❣râ❝❡
❛✉① ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✺✳✼✳✽ ❡t ✺✳✼✳✶✷ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡
✕ ❖♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ ❞❡ S ❀
✕ φ(S) ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✳
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ♣r♦✉✈❡r q✉✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❝❧♦s❡ F ❡st ✈❛❧✐❞❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ♣r♦✉✈❡r q✉❡
¬F ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✱ ❞♦♥❝ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ F⊥✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♥♦♥ ❝❧♦s❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ✿
⊢ F (x)⇔⊢ ∀x.F (x)⇔ ¬∀x.F (x) ⊢⇔ ¬F (c) ⊢
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✺✳✼✳✶✹ ◆♦✉s ❞✐r♦♥s ♣❛r ❛❜✉s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ q✉❡ S ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡ s✐ φ(S)
❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❜✐❡♥ ❞✬✉♥ ❛❜✉s✱ ❝❛r F (x),¬F (y) ⊢ ♥✬❡st ♣❛s ❞ér✐✈❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs
q✉❡ ∀x.F (x),∀y.¬F (y) ⊢LK ✳ ❊♥ ❡✛❡t ♣♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❡t ✉♥❡ s✉❜✲
st✐t✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ❞❡✉① ❢♦r♠✉❧❡s s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s ✿ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡
❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ② ❛ ❞❡✉① ❝♦♥st❛♥t❡s a ❡t b t❡❧❧❡s q✉❡ F (a) ❡st ✈❛❧✐❞❡ ❡t F (b) ❡st ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡✳
P♦✉r ❧❡ s❡❝♦♥❞✱ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ é✈✐❞❡♥t❡ ❡st ❧❛✐ssé❡ ❛✉ ❧❡❝t❡✉r✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✼✳✶✺ ❈❡ q✉❡ ♣r♦✉✈❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✼✳✶✷✱ ❝✬❡st q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡
✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♦ù ❧✬♦♥ ❞é❝♦♠♣♦s❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♣♦✉r ❛❜♦✉t✐r à ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❛t♦♠✐q✉❡s✱ s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♦♥ ♣❡✉t ❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞✳
❙❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❢❛✐t ❞❡ t❡❧❧❡ ❢❛ç♦♥ q✉✬✐❧ ♥✬❡st ❥✉st❡♠❡♥t ♣❛s ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡ ❞✬♦♣ér❡r
❛✐♥s✐✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ F → F ✱ ❡t q✉❡ F ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡
q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❛✉ss✐ ❝♦♠♣❧❡①❡ q✉✬♦♥ ❧❡ s♦✉❤❛✐t❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ ♣r❡✉✈❡ s✉✐✈❛♥t❡ ♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ♣❛s
F ✿
(F → F )⊥
→ng
(F → F )⊥;F
→nd
(F → F )⊥;F ;F⊥
res

✺✳✽ ❯♥❡ str❛té❣✐❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té
❆ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❢❛✐r❡
✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♣♦✉r ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ✿ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s s✉❜s✉♠é❡s ❡t ❞❡s t❛✉✲
t♦❧♦❣✐❡s✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❛❥♦✉té ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s t❛✉✲
t♦❧♦❣✐❡s à ♥♦tr❡ str❛té❣✐❡✳ ▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ♣r❡✉✈❡ ❛ ❡♥ ❢❛✐t ❛❜♦✉t✐ à ❧❛ ♥é❝❡ss✐té
❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té✳
❊♥ ❡✛❡t ❧❡s rè❣❧❡s s✉r ❧❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
♣❛r❡♥t ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té✳
✶✶✼
❖r ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞é❝♦♠♣♦sé❡s ♣❡r♠❡t ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉
❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❞é❝r♦✐tr❡ ❧❛
t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s✳
▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬✐❧❧✉str❡r ❧❛ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❡r
❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞é❝♦♠♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡✳
❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✽✳✶ ❊t✉❞✐♦♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ∃x.∀y.(F (x)→ F (y))✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① s②s✲
tè♠❡s ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡✳ ❉♦♥♥♦♥s✲❧❡s ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠♣❧✐✜é❡✱ s❛♥s ❞♦♥♥❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❝❧❛✉s❡s
✭❛✉❝✉♥❡ ♥✬❡st é❧✐♠✐♥é❡✮✳
❉❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ ✿
¬∃x.∀y.(F (x)→ F (y))
∃n
¬∀y.(F (a)→ F (y))
∀n
¬(F (a)→ F (y))
→nd
¬F (y)
∃n
¬∀z.(F (y)→ F (z))
∀n
¬(F (y)→ F (z))
→ng
F (y)
res

❉❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té ✿
¬∃x.∀y.(F (x)→ F (y))
∃n
¬∀y.(F (x)→ F (y))
∀n
¬(F (x)→ F (f(x)))
→ng ;→nd
F (x);¬F (f(x))
res

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ♣❧✉s ❝♦✉rt❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ s②stè♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r✳ ❈❡❧❛ ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t
q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ y ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞♦✐t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
rè❣❧❡ ∃n✳ ❊❧❧❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❛✈❛♥t à ❝❛✉s❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
rè❣❧❡ ∀n✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞♦✐t êtr❡ ❢r❛î❝❤❡✳ ❈❡❧❛ ♠♦♥tr❡ ❜✐❡♥ q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❡r
❧❡s ❝❧❛✉s❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té F (x) ❡t ¬F (f(x)) s♦♥t ❞❡✉① ❝❧❛✉s❡s
❞✐st✐♥❝t❡s ❡t ❞♦♥❝ ❧❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ❞✐st✐♥❝t❡s é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛
rè❣❧❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳
✺✳✽✳✶ ▲✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s s✉❜s✉♠é❡s ❡t ❞❡s t❛✉t♦❧♦❣✐❡s
■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ str❛té❣✐❡ st❛♥❞❛r❞✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ♥❡ ♣❛s ❝ré❡r ❞❡ t❛✉t♦❧♦❣✐❡s✱ ♥✐ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s
s✉❜s✉♠é❡s ♣❛r ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❛♥❝✐❡♥♥❡s ✭s✉❜s♦♠♣t✐♦♥ ❛✈❛♥t✮✱ ❡t à é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ❝❧❛✉s❡s s✉❜✲
s✉♠é❡s ♣❛r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝❧❛✉s❡ ✭s✉❜s♦♠♣t✐♦♥ ❛rr✐èr❡✮✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡
s✉❜s♦♠♣t✐♦♥ ❡t ❞❡ t❛✉t♦❧♦❣✐❡✳ ❈❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ✈❛❧❛❜❧❡s q✉❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳
✶✶✽
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✺✳✽✳✷ ❯♥❡ ❝❧❛✉s❡ C s✉❜s✉♠❡ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ C ′ s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ
♥✬✉♥✐✜❛♥t ❛✉❝✉♥❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ C t❡❧❧❡ q✉❡ Cσ ⊂ C ′✳
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✱
❡♥ ❛②❛♥t ❛❥♦✉té ❧❛ ♣r♦♣r✐été ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ str❛té❣✐❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✺✳✽✳✸ ❯♥❡ ❝❧❛✉s❡ C ❡st ✉♥❡ t❛✉t♦❧♦❣✐❡ s✐ ❡❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ F ❡t s❛
♥é❣❛t✐♦♥ F⊥✳
P♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✉s✉❡❧ s✉r ❧❛
rés♦❧✉t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ q✉❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✽✳✹ ✭❈♦♠♣❧ét✉❞❡ ❡♥ rés♦❧✉t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞✮ ❙♦✐t S ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❛t♦♠✐q✉❡s✳ ❆❧♦rs φ(S) ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ S ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❞❡
❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✱ s❛♥s ❝ré❡r ❞❡ ❝❧❛✉s❡s s✉❜s✉♠é❡s ♥✐ ❞❡ t❛✉t♦❧♦❣✐❡s ❡t ❡♥ é❧✐♠✐♥❛♥t à ❝❤❛q✉❡
ét❛♣❡ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s s✉❜s✉♠é❡s ♣❛r ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❧❡♠♠❡s ❛✈❛♥t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳ ❈❡s ❧❡♠♠❡s
s♦♥t ✉s✉❡❧s é❣❛❧❡♠❡♥t✱ ♠❛✐s ❝♦♠♠❡ ❧❡✉r ♣r❡✉✈❡ ❡st ❝♦✉rt❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧❡s r❡❞♦♥♥❡r ✐❝✐✳
▲❡♠♠❡ ✺✳✽✳✺ ❙♦✐t S ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✱ C ❡t C ′ ❞❡✉① ❝❧❛✉s❡s t❡❧❧❡s q✉❡ C s✉❜s✉♠❡
C ′✳ ❆❧♦rs S;C,C ′ ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ S;C ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✳
Pr❡✉✈❡ ✿ ❙✐ φ(S;C) ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✱ ❛❧♦rs φ(S;C;C ′) ❧✬❡st ❛✉ss✐✳ ❊♥ ❡✛❡t s✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡
str✉❝t✉r❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ φ(S;C;C ′) s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s✱ ❛❧♦rs ❞❛♥s ❝❡tt❡
str✉❝t✉r❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ φ(S;C) s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s✳
❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s
❞❡ φ(S;C) s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r φ(C) ❡st ✈❛❧✐❞❡✳ ❖♥ s❛✐t ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ q✉✬✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ ❡t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ C1 t❡❧❧❡s q✉❡ C ′ = Cσ,C1✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡
φ(C) q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ ∀x1 . . . xn.F (x1, . . . , xn) s♦✐t ✈❛❧✐❞❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ φ(C ′) =
∀y1 . . . ym.F (x1, . . . , xn)σ ∨G(y1, . . . , ym)✱ ♦ù σ ❡st ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ q✉✐ r❡♥♦♠♠❡ ❧❡s ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s xi ❞❡ F ✱ ❡st ✈❛❧✐❞❡✳ ❙♦✐t y1✱. . . ✱yn✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ F (x1, . . . , xn)σ✱
❝❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ❝❛s ♣✉✐sq✉❡ ♣♦✉r ✈♦✐r ❝❡❧❛ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ φ(C) ❛✈❡❝ ❧❡s t❡r♠❡s σ(xi)✳ ✷
▲❡♠♠❡ ✺✳✽✳✻ ❙♦✐t S ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❡t C ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ C s♦✐t ✉♥❡
t❛✉t♦❧♦❣✐❡✳ ❆❧♦rs S;C ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ S ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✳
Pr❡✉✈❡ ✿ ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ s✐ S ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✱ ❛❧♦rs S;C ❧✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t✳
❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s
❞❡ φ(S) s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ♣r♦✉✈❡r q✉❡ φ(C) ❡st ✈❛❧✐❞❡✳ ❖r C ❡st ✉♥❡ t❛✉t♦❧♦❣✐❡✱
❞♦♥❝ φ(C) = ∀x1 . . . xn.F ∨ ¬F ∨G✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ φ(C) ❡st ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s t♦✉t❡ str✉❝t✉r❡
❝❛r F ∨ ¬F ❡st t♦✉❥♦✉rs ✈❛❧✐❞❡✳ ✷
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✽✳✼ ❙♦✐t S ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✳ ❙✐ S ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t
❞ér✐✈❡r ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ S s❛♥s ❝ré❡r ❞❡ ❝❧❛✉s❡s s✉❜s✉♠é❡s ♥✐ ❞❡ t❛✉t♦❧♦❣✐❡s ❡t
❡♥ é❧✐♠✐♥❛♥t à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s s✉❜s✉♠é❡s ♣❛r ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝❧❛✉s❡✳
✶✶✾
Pr❡✉✈❡ ✿ ❊❧❧❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ✭t❛✐❧❧❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ S✱
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✮✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s s✉♣♣♦s❡r ❣râ❝❡ ❛✉①
❧❡♠♠❡s ♣ré❝é❞❡♥ts q✉❡ S ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ t❛✉t♦❧♦❣✐❡✱ ♥✐ ❞❡ ❝❧❛✉s❡ s✉❜s✉♠é❡✳ ❙✐ ❧❛
s♦♠♠❡ ❞❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❡st ♥✉❧❧❡✱ ❛❧♦rs ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✺✳✽✳✹ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡✳
❙✐♥♦♥✱ ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✱ ❡t ❞é❝♦♠♣♦s♦♥s ❧à ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s
❝❧❛✉s❡s ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❡❧❧❡ ❛♣♣❛r❛ît ❛♣rès ✉♥❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✳ ◆♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ♥♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ❛❥♦✉t❡r t♦✉t❡s ❝❡s ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s à S ❡t ❡♥❧❡✈❡r ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t F t♦✉t ❡♥
❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✱ ❝❡❝✐ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r❡✉✈❡
q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té✳
❙✐ ❞❛♥s ❝❡s ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ✐❧ ② ❛ ❞❡s t❛✉t♦❧♦❣✐❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥❡ ♣❛s ❧❡s ❛❥♦✉t❡r✱ ❞❡
♠ê♠❡ s✬✐❧ ② ❛ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s s✉❜s✉♠é❡s ♣❛r ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❛♥❝✐❡♥♥❡s✳ ◆♦✉s ❝♦♥s❡r✈♦♥s ❡♥ ❡✛❡t
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡ ❣râ❝❡ ❛✉① ❧❡♠♠❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡✛❡❝t✉❡r ❧✬é❧✐✲
♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❛♥❝✐❡♥♥❡s q✉✐ s♦♥t s✉❜s✉♠é❡s ♣❛r ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡s✳
❈❡ q✉❡ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❡st ❛❧♦rs ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡
❛ ❞✐♠✐♥✉é ♣✉✐sq✉❡ F ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❧✉s✳ ◆♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❛❧♦rs ❧✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t
❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡✳ ✷

✶✷✶
P❊❘❙P❊❈❚■❱❊❙
❆ ❝❡ ❥♦✉r✱ ❧❡ ♣r♦❥❡t ♥✬❛ ♣❛s ❛❜♦✉t✐ à ✉♥ ♣r♦t♦t②♣❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞✬✉♥❡
❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ❧❡ ✈♦✐r✱ ❧❡s tr❛❞✉❝t✐♦♥s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ é❝r✐t❡s ❡♥ ❧❛♥❣✉❡
♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ r❡str❡✐♥t r❡st❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t ♠❛♥✉❡❧❧❡s✳
❈❡ ♣r♦❥❡t ♣♦rt❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t s✉r ✉♥ s✉❥❡t ❡♥t❤♦✉s✐❛s♠❛♥t✱ ❡t ♦♥ ♣❡✉t t♦✉t à ❢❛✐t ✐♠❛❣✐♥❡r
q✉✬✉♥ t❡❧ s②stè♠❡ ✈❡rr❛ ❧❡ ❥♦✉r✳ ■❧ ❡st à ❡s♣ér❡r q✉❡ ❧❡s ✐❞é❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡s
tr♦✐s ❛♥♥é❡s s♦✐❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❥❡t s❡♠❜❧❛❜❧❡✳
❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡ ♣r♦❥❡t s❡ t❡r♠✐♥❡✱ ✐❧ r❡st❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣❡♠❡♥ts ✐♥tér❡ss❛♥ts à tr❛✐t❡r✳
P❧✉s✐❡✉rs ♣♦✐♥ts s♦♥t à ❡①♣❧♦r❡r✱ ❡t ❝❡❧❛ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♣❛rt✐❡s ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡
t❤ès❡ ✿
• ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣r❛t✐q✉❡ ✿
✶✳ ❝♦♥t✐♥✉❡r à ét❡♥❞r❡ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ r❡str❡✐♥t✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ r❡st❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t ♠❛❧❣ré ✉♥❡ ❛♠é✲
❧✐♦r❛t✐♦♥ ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❈❤r✐st♦♣❤❡
❘❛✛❛❧❧✐ ❛✈❡❝ ❧❡s ♥❡✇❴❝♦♠♠❛♥❞s ✿
✕ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❤♦♠♦❣é♥é✐sé ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡✱ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❝♦♠♠❡
♣r♦✈❡ ♥✬ét❛✐❡♥t ♣❛s ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡✱ ♠❛✐s ❝♦♠♠❡
✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡ ❧✬❛ss✐st❛♥t ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ P❤♦❳ ❀
✕ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❥♦✉té ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❡t ♥♦♥ ♣❛s s❡✉❧❡✲
♠❡♥t ❞❡s rè❣❧❡s ✐s♦❧é❡s ❀
✕ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♥t❡r✲
♣rét❛t✐♦♥ ♣❧✉s ✜♥❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ❜✉ts ❞♦♥♥és ❛✉ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳
■❧ ♠❛♥q✉❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ✿
✕ ♣❡r♠❡ttr❡ ❛✉ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣❧♦❜❛❧❡s✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ♣✐st❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❝❡❧❛ ❀
✕ ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ q✉✐ ❞❡✈r❛✐❡♥t êtr❡ ❛✉t♦r✐sé❡s ♣❛r ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡
♣❧✉s ❞é✈❡❧♦♣♣é✳
✷✳ ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r✳ ❯♥ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ♥✬❡st ❥❛♠❛✐s t❡r♠✐♥é✱ ❝❛r ✐❧ ② ❛
t♦✉❥♦✉rs ❞❡s ❡rr❡✉rs à ❝♦rr✐❣❡r✱ ❡t ❞❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s à ❢❛✐r❡ ✿
✕ ❧❛ ❝❤♦s❡ ❧❛ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ❡st ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣♦✐❞s✳
❈❡❧✉✐✲❝✐ ❞♦✐t ✈r❛✐♠❡♥t êtr❡ ♦♣t✐♠✐sé ♣♦✉r q✉❡ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s s♦✐❡♥t ❧❡s ♣❧✉s ❝♦✉rt❡s
❡t ❧❡s ♣❧✉s r❛♣✐❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❯♥ ❞❡s ♠♦②❡♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
s❡r❛✐t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ét✐q✉❡✱ ♠♦❞✐✜❛♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐ss✉s
❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❡s ♣♦✐❞s✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s r❡♥❞❛♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ♣♦ss✐❜❧❡ s✉r
✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞♦♥♥é❡✳
✕ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥s ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s✱ ✐♥❞✐q✉é❡s ♣❛r ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ r❡str❡✐♥t✱ ❡st
é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♣♦✐♥t à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ♥✬❡♥ ❡st q✉✬à s♦♥ ❞é❜✉t✱ ❡t tr♦♣ ♣❡✉
❞✬❡①❡♠♣❧❡s à ❝❡ ❥♦✉r ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥ ré❡❧ ❝❤♦✐① ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ à ❡♠✲
♣❧♦②❡r✳
✕ ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ❛✣❝❤❛❣❡s✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❧❡ ♠♦❞❡ ✈❡r❜❡✉① ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛✣❝❤❛❣❡ ❞❡s
♣r❡✉✈❡s✱ ♦✉ ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ❞✬❡rr❡✉r ❛✣❝❤és ❛♣rès ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s✳ ❈❡s
❞❡✉① ❝❤♦s❡s s♦♥t ❞✐st✐♥❝t❡s ♠❛✐s r❡❧è✈❡♥t ❞✉ ♠ê♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té ❡t ❞❡
❝♦♥✈✐✈✐❛❧✐té q✉✐ ♠❛♥q✉❡♥t ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✳
✕ ❧❡ s②stè♠❡ ❛❝t✉❡❧ ✐❣♥♦r❡ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡
❛✈❡❝ P❤♦❳ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ❧❡s é❣❛❧✐tés q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ s♦✐❡♥t ❞❡s
❤②♣♦t❤ès❡s ♣♦✉r q✉✬❡❧❧❡s s♦✐❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧ ❧♦rs
❞❡s ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❈❡❧❛ ❡♠♣ê❝❤❡ ❛❧♦rs ❝❡rt❛✐♥❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ✉♥ ♣❡✉ ❧♦♥❣✉❡s✳
❯t✐❧✐s❡r ❧❛ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r❛✐t êtr❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳
✕ ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ✉♥ s②stè♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❞é♠♦♥s✲
tr❛t❡✉r✱ ❡t ❝❡❝✐ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡✳ ❏✉sq✉✬à ♣rés❡♥t ❧❛ s❡✉❧❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥
q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❢❛✐t❡ ❡st ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❛✣❝❤é❡✳ ❖r ✐❧ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ♣❧✉s
✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡①t❡r♥❡ ❛✉ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r q✉✐ ♣✉✐ss❡ ✈❛❧✐❞❡r
❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞♦♥♥é❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✳
• ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐q✉❡ ✿
✶✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❢❛✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ s✉r ❧❡ t②♣❡ ❞❡s t❡r♠❡s η✲❧♦♥❣ ❡st ❛ss❡③ ❝♦♠♣❧❡①❡✱
❡t ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t❡r✐♦♥s tr♦✉✈❡r ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✳ ❯♥❡ ♣✐st❡ s✉❣❣éré❡ s❡r❛✐t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥
❝❛❧❝✉❧ s❡♠❜❧❛❜❧❡✱ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ❞✉ s♦✉s✲t②♣❛❣❡✳ ■❧ ♣❡✉t ❡♥ ❡✛❡t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ✈♦✐r
✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✱ ❛✈❡❝ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞❡ ✢è❝❤❡s✳
✷✳ ❉❛♥s ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ✢è❝❤❡s✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t❡r✐♦♥s ét✉❞✐❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✉♥✐✲
✜❝❛t✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à s✐❣♥❛❧é✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ λ✲❝❛❧❝✉❧
✭❝❢✳ ❬❈❡P❢❡✶❪✮ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛ été tr❛✐té ✭❝❢✳ ❬❈❡P❢❡✷❪✮✳ ❈❡✲
♣❡♥❞❛♥t ❝❡ s②stè♠❡ ❛ ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ s✐♠♣❧✐✜❡ ✉♥ ♣❡✉ ❧❡s ❝❤♦s❡s✱
❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧❡ t②♣❛❣❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s ✐❧ ♥✬❡st
♣❛s ❢❛✐t ❞❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥✲
♥✐st❡✳ ■❧ ♣♦✉rr❛✐t ❞♦♥❝ êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ tr❛✐t❡r ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳
✸✳ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❞✬❛✉tr❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡s ❆❈●s✱ ♣❡r✲
♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❛❣ré❛❜❧❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐✳ ❯♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ s❡r❛✐t
❧✬❛❥♦✉t ❞❡ tr❛✐ts ❛✉① t②♣❡s ❛t♦♠✐q✉❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❞❡s ♣ré❝✐s✐♦♥s s✉r
❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❧❡ t②♣❡ ♥♦♠✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
❛❥♦✉t❡r ❧❡s tr❛✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ✭s✐♥❣✉❧✐❡r✱ ♣❧✉r✐❡❧✮ ❡t ❛✉ ❣❡♥r❡ ✭♠❛s✲
❝✉❧✐♥✱ ❢é♠✐♥✐♥✮✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s ❡♥tré❡s ❞❛♥s ❧❡s
s✐❣♥❛t✉r❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❝❡rt❛✐♥s é❧é♠❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ❞❡s tr❛✐ts ✐♥❞✐✛ér❡♥ts ✐❧
s❡r❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❡s ❢❛❝t♦r✐s❡r ❞❛♥s ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❡♥tré❡✳
✹✳ ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♥t✐♥✉é❡✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ❧❡ ♣❧✉s ✐♥tér❡s✲
s❛♥t ❡st ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ str❛té❣✐❡s ❝♦♠♣❧èt❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♣❛r❧❛♥t
❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s s❡r❛✐t très ✉t✐❧❡✳ ❙✬❛❣✐ss❛♥t ❞✉ ❜✉t ♠ê♠❡
❞✉ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r✱ ♥♦✉s ❛✐♠❡r✐♦♥s ♣r♦✉✈❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✬❡♠♣ê❝❤❡r
❝❡rt❛✐♥❡s rés♦❧✉t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù tr♦♣ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❛✉r❛✐❡♥t été ❢❛✐t❡s✳
❯♥❡ str❛té❣✐❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s❡♠❜❧❡ êtr❡ ❝❡❧❧❡ q✉✐ ✐♥t❡r❞✐t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝❧❛✉s❡s
s✐ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✉♥✐✜❛❜❧❡s s♦♥t ✧❝♦✉s✐♥❡s✧✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ♣❛r ❞é❝♦♠♣♦✲
s✐t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ✉♥✐✜❛❜❧❡s✳ P♦✉r êtr❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s✱ s✐ A,Γ ❡t ¬A′,Γ′ s♦♥t t❡❧❧❡s
q✉❡ A ♣r♦✈✐❡♥t ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ F ✭r❡s♣✳ ¬F ✮ ❡t ¬A′ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ¬F ′
✭r❡s♣✳ F ′✮ ❡t s✐ F ❡t F ′ s♦♥t ✉♥✐✜❛❜❧❡s✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr❡ A,Γ ❡t ¬A′,Γ′
❡st ✐♥t❡r❞✐t❡✳
✶✷✸
❇■❇▲■❖●❘❆P❍■❊
❬❆❜❪ P✳ ❲✳ ❆❜r❛❤❛♠s✱ ▼❛❝❤✐♥❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦♦❢s✱ P❤❉ t❤❡s✐s✱
▼■❚✱ ✶✾✻✸
❬❆❧❢❛❪ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❡❞✐t♦r ❆❧❢❛✱ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❝s✳❝❤❛❧♠❡rs✳s❡✴⑦❤❛❧❧❣r❡♥✴❆❧❢❛✴
❬❆s❇✉❱✐❪ ◆✳ ❆s❤❡r✱ ❏✳ ❇✉sq✉❡ts✱ ▲✳ ❱✐❡✉✱ ▲❛ ❙❉❘❚ ✿ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞✉
❞✐s❝♦✉rs ❞❛♥s ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡
❬❆s❪ ◆✳ ❆s❤❡r✱ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❛❜str❛❝t ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ❞✐s❝♦✉rs❡ ✿ ❆ P❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ❙❡♠❛♥✲
t✐❝s ❢♦r ◆❛t✉r❛❧ ▲❛♥❣✉❛❣❡ ▼❡t❛♣❤②s✐❝s ❛♥❞ ❊♣✐st❡♠♦❧♦❣②✱ ❑❧✉✇❡r✱ ❉♦r❞r❡❝❤t✱
✶✾✾✸
❬❆✉t♦❪ ❆✉t♦♠❛t❤ ❆r❝❤✐✈❡✱ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✇✐♥✳t✉❡✳♥❧✴❛✉t♦♠❛t❤✴
❬❇❛●❛❪ ▲✳ ❇❛❝❤♠❛✐r✱ ❍✳ ●❛♥③✐♥❣❡r✱ ❘❡s♦❧✉t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡r✱ ✐♥ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ❛✉✲
t♦♠❛t❡❞ r❡❛s♦♥♥✐♥❣✱ ❝❤❛♣t❡r ✷✱ ♣❛❣❡s ✶✾✲✾✾✱ ◆♦rt❤✲❍♦❧❧❛♥❞✱ ✷✵✵✶
❬❇❡❑❛❚❤❡❪ ❨✳ ❇❡rt♦t✱ ●✳ ❑❛❤♥✱ ▲✳ ❚❤ér②✱ Pr♦♦❢ ❜② P♦✐♥t✐♥❣✱ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❆s♣❡❝ts ❈♦♠♣✉t❡r ❙♦❢t✇❛r❡ ✭❙❚❆❈❙✮✱ ❙❡♥❞❛✐ ✭❏❛♣❛♥✮✱ ▲◆❈❙ ✼✽✾✱ ❆♣r✐❧ ✶✾✾✹
❬❇r✉❪ ❑✳ ❇rü♥♥❧❡r✱ ❆t♦♠✐❝ ❈✉t ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r ❈❧❛ss✐❝❛❧ ▲♦❣✐❝✱ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥
❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ❈❙▲ ✷✵✵✸ ✈♦❧ ✷✽✵✸ ♣♣ ✽✻✲✾✼✱ ✷✵✵✸
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❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■✳✶✳✷ ✭❢♦r♠✉❧❡ ❛t♦♠✐q✉❡✮ Atom = A(t1, . . . , tn) ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❛t♦✲
♠✐q✉❡ s✐ A ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❛r✐té n ✭n ≥ 0✮ ❞❡ A ❡t ❧❡s ti s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s✳ ❖♥ ❛❥♦✉t❡
♣❛r❢♦✐s ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ⊤ ✭✈r❛✐✮ ❡t ⊥ ✭❢❛✉①✮ ❞❛♥s ❧❡s ❛t♦♠❡s✳ ◆♦✉s ❧❡s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❝♦♠♠❡
❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❛r✐té ✵✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■✳✶✳✸ ✭❢♦r♠✉❧❡✮ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ❣r❛♠✲
♠❛✐r❡ ✿
F :== Atom | F ∨ F | F ∧ F | F → F | ¬F | ∃x.F | ∀x.F
♦ù x ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ V ❡t Atom ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❛t♦♠✐q✉❡✳
❘❡♠❛rq✉❡ ■✳✶✳✹ ❖♥ ♣❡✉t ♣❛r❢♦✐s ❛❥♦✉t❡r ♦✉ é❧✐♠✐♥❡r ❝❡rt❛✐♥s ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥
❡♥tr❡ ❢♦r♠✉❧❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✉♣♣r✐♠❡r → ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ F1 → F2 ❡st ❡♥
❢❛✐t éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ¬F1∨F2✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ❛❥♦✉t❡r ↔ ❝♦♠♠❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡
r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡✳
✶✷✽
■✳✷ ▲✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥
■✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s
❆✈❛♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■✳✷✳✶ ✭s✉❜st✐t✉t✐♦♥✮ ❯♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s✳ ◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ♣❛r❢♦✐s vσ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ σ(v)✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■✳✷✳✷ ✭s✉♣♣♦rt✮ ▲❡ s✉♣♣♦rt ❞✬✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧❛✐ssé❡s ✜①❡s ♣❛r σ✳ ❙✐ ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ σ ❡st ✜♥✐✱ {x1, . . . , xn} ❡t
s✐ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {1, . . . , n} xiσ = ti✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s sigma = {t1/x1, . . . , tn/xn}✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■✳✷✳✸ ✭σx✮ ❙♦✐t σ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s σx ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✈ér✐✜❛♥t ✿
yσx = yσ s✐ y 6= x ❡t xσx = x✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■✳✷✳✹ ✭s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ t❡r♠❡✱ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡✮ ❙♦✐t σ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱
♦♥ ❞é✜♥✐t ♣♦✉r t♦✉t t❡r♠❡ t s❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ tσ ♣❛r σ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✿
✕ vσ = vσ ♣♦✉r v ❞❛♥s V ❀
✕ f(t1, . . . , tn)σ = f(t1σ, . . . , tnσ) ♣♦✉r f ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛r✐té n✳
❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣❛r ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛
❢♦r♠✉❧❡ ✿
✕ A(t1, . . . , tn)σ = A(t1σ, . . . , tnσ) ♣♦✉r A ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❛r✐té n ❀
✕ (¬F )σ = ¬(Fσ) ❀
✕ (F1 ◦ F2)σ = F1σ ◦ F2σ ♣♦✉r ◦ ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❀
✕ (∀x.F )σ = ∀x.(Fσx) ❀
✕ (∃x.F )σ = ∃x.(Fσx)✳
❘❡♠❛rq✉❡ ■✳✷✳✺ ◆♦t♦♥s ❛✉ ♣❛ss❛❣❡ q✉❡ tστ = (tσ)τ = (τ ◦ σ)(t)✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■✳✷✳✻ ✭s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❧✐❜r❡✮ ❯♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ ❧✐❜r❡ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r
✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✿
✕ σ ❡st ❧✐❜r❡ ♣♦✉r A s✐ A ❡st ❛t♦♠✐q✉❡ ❀
✕ σ ❡st ❧✐❜r❡ ♣♦✉r ¬F s✐ ❡❧❧❡ ❡st ❧✐❜r❡ ♣♦✉r F ❀
✕ σ ❡st ❧✐❜r❡ ♣♦✉r F1 ◦ F2 s✐ ❡❧❧❡ ❧✬❡st ♣♦✉r F1 ❡t F2 ❀
✕ σ ❡st ❧✐❜r❡ ♣♦✉r ∀x.F ❡t ♣♦✉r ∃x.F s✐ σx ❡st ❧✐❜r❡ ♣♦✉r F ❡t s✐ yσ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s x
♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ y ❞❡ F ✱ y 6= x✳
P♦✉r é✈✐t❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝❛♣t✉r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ
s✉r ✉♥ t❡r♠❡ t ✭r❡s♣✳ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ F ✮✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s t♦✉❥♦✉rs q✉❡ σ ❡st ❧✐❜r❡ ❞❛♥s t
✭r❡s♣✳ F ✮✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ✐❧ s✉✣t ❞❡ r❡♥♦♠♠❡r é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s ❞❛♥s t ✭r❡s♣✳
F ✮ q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ σ✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■✳✷✳✼ ✭❯♥✐❢✐❝❛t❡✉r✮ ❙♦✐t E = {t1, . . . , tn} ✭r❡s♣✳ {F1, . . . , Fn}✮ ✉♥ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡s ✭r❡s♣✳ ❢♦r♠✉❧❡s✮✱ ❡t s♦✐t σ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ σ ❡st ✉♥ ✉♥✐✲
✜❝❛t❡✉r ❞❡ E s✐ t1σ = · · · = tnσ ✭r❡s♣✳ F1σ = · · · = Fnσ✮✳ ❖♥ ❞✐t ❛❧♦rs q✉❡ E ❡st
✉♥✐✜❛❜❧❡✳
✶✷✾
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■✳✷✳✽ ✭❯♥✐❢✐❝❛t❡✉r ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✮ ❙♦✐❡♥t E ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡s
✉♥✐✜❛❜❧❡✱ ❡t s♦✐t σ ✉♥ ✉♥✐✜❝❛t❡✉r ❞❡ E✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ σ ❡st ✉♥ ✉♥✐✜❝❛t❡✉r ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞❡
E ✭❡t ♦♥ ♥♦t❡ ♣❛r❢♦✐s ♠✳❣✳✉✳ ♣♦✉r ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ✉♥✐✜❡r✮ s✐ ♣♦✉r t♦✉t ✉♥✐✜❝❛t❡✉r θ ❞❡ E ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ λ t❡❧❧❡ q✉❡ θ = λ ◦ σ✳
■✳✷✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥
◆♦tr❡ ❜✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✈❛ êtr❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ❝❤❡r❝❤❡✱ s✬✐❧ ❡♥ ❡①✐st❡✱ ✉♥
✉♥✐✜❝❛t❡✉r ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡s✳ ◆♦✉s ♥✬❛❧❧♦♥s ✐❝✐ ❞♦♥♥❡r q✉✬✉♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ◆♦✉s ❧✬❛♣♣❧✐q✉❡r♦♥s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞❡✉① t❡r♠❡s ❞♦♥t
♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à s❛✈♦✐r s✬✐❧s s♦♥t ✉♥✐✜❛❜❧❡s✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞♦♥♥❡r ❡♥❝♦r❡ q✉❡❧q✉❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■✳✷✳✾ ✭❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞és❛❝❝♦r❞✮ ❙♦✐t W ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡s ♥♦♥
✈✐❞❡✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞és❛❝❝♦r❞ ❞❡ W ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r s②♠✲
❜♦❧❡ ✭❡♥ ❧✐s❛♥t ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡✮ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s t❡r♠❡s ♥✬♦♥t ♣❧✉s t♦✉s ❧❛ ♠ê♠❡
é❝r✐t✉r❡✱ ♣✉✐s ❡♥ ❡①tr❛②❛♥t ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡ ❧❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ q✉✐ ❝♦♠♠❡♥❝❡ à ❝❡tt❡ ♣❧❛❝❡✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞és❛❝❝♦r❞ ❞❡ W ✳
❊①❡♠♣❧❡ ■✳✷✳✶✵ ❙♦✐t W = {h(x, f(t, g(x), a)), h(x, f(t, y, a)), h(x, f(t, g(x), b))}✳ ▲✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞és❛❝❝♦r❞ ❞❡W ❡st {g(x), y} ✭s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡✉① t❡r♠❡s ♣✉✐sq✉❡ ❝✬❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❡t ♥♦♥ ✉♥ n✲✉♣❧❡t✮✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❊♥tré❡ ✿ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ W ❞❡ t❡r♠❡s ✭❞✐st✐♥❝ts✮ ♥♦♥ ✈✐❞❡✳
❉é❜✉t
k := 0
Wk := W
σk = Id ✭❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐té✮
❚❛♥t q✉❡ Wk ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ s✐♥❣❧❡t♦♥ ❢❛✐r❡
Dk := ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞és❛❝❝♦r❞ ❞❡ Wk
❙✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts vk ❡t tk ❞❛♥s Dk t❡❧s q✉❡ vk ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉✐ ♥✬❛♣♣❛r❛✐t
♣❛s ❞❛♥s tk
❛❧♦rs σk+1 := {tk/vk} ◦ σk
Wk+1 = Wk{tk/vk} ✭♥♦t❡③ q✉❡ Wk+1 = Wσk+1✮
s✐♥♦♥ st♦♣ ✧❡rr❡✉r ✿ W ♥✬❡st ♣❛s ✉♥✐✜❛❜❧❡✧
✜♥ s✐
k := k + 1
✜♥ t❛♥t q✉❡
✜♥
❙♦rt✐❡ ✿ σk✱ ✉♥ ✉♥✐✜❝❛t❡✉r ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞❡ W ✱ s✬✐❧ ❡♥ ❡①✐st❡✳
❊①❡♠♣❧❡ ■✳✷✳✶✶ ❙✐ W ❡st ❝❡❧✉✐ ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❛❧♦rs à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
ét❛♣❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♦❜t❡♥✐r W1 = {P (x, f(t, g(x), a)), P (x, f(t, g(x), b))}✳ ▼❛✐s ♣❛r s✉✐t❡
✶✸✵
D1 = {a, b}✱ ❡t ❝♦♠♠❡ a ❡t b ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠❛✐s ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞✐st✐♥❝t❡s✱
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ é❝❤♦✉❡ ✿ W ♥✬❡st ♣❛s ✉♥✐✜❛❜❧❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs é❧é♠❡♥ts ❞❡ W
❧❡ s♦♥t✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣r♦✉✈❡r ❧❡
❚❤é♦rè♠❡ ■✳✷✳✶✷ ❙♦✐t W ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡s ♥♦♥ ✈✐❞❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ t❡r♠✐♥❡ t♦✉✲
❥♦✉rs ✿ ❙✐ W ❡st ♥♦♥ ✉♥✐✜❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❧❡ ♣ré❝✐s❡✳ ❙✐♥♦♥✱ ✐❧ ❞♦♥♥❡ ❧✬✉♥✐✜❝❛t❡✉r
❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞❡ W ✳
Pr❡✉✈❡ ✿ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✜♥✐ss❡ t♦✉❥♦✉rs ❡st ❝❧❛✐r ✿ ❝♦♠♠❡ W ♥✬❛ q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡
✜♥✐ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❢❛✐r❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡ Wk✳
❙✐ E ♥✬❡st ♣❛s ✉♥✐✜❛❜❧❡✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ t❡r♠✐♥❡ s❛♥s ❡rr❡✉r✳ ❆❧♦rs ❧❛ s♦rt✐❡
❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ✧t❛♥t q✉❡✧ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ tr♦✉✈é ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ q✉✐ ✉♥✐✜❡ t♦✉s ❧❡s
t❡r♠❡s✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ E ❡st ✉♥✐✜❛❜❧❡ ✿ ❈♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳
❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ E ❡st ✉♥✐✜❛❜❧❡✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥❡
t❡r♠✐♥❡ ♣❛s ♣❛r ✉♥❡ ❡rr❡✉r✱ ❡t q✉❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❜✐❡♥ ❧✬✉♥✐✜❝❛t❡✉r ❧❡ ♣❧✉s
❣é♥ér❛❧✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ s♦✐t θ ✉♥ ✉♥✐✜❝❛t❡✉r ❞❡ W ✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r♦✉✈❡r ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ q✉❡
♣♦✉r t♦✉t n ✭q✉❛♥❞ σn ❛ été ❞é✜♥✐✮✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ λn t❡❧❧❡ q✉❡ θ = λn ◦ σn✳
P♦✉r n = 0✱ ♦♥ ♣♦s❡ λ0 = θ✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ θ = λi ◦ σi ♣♦✉r 0 ≤ i ≤ n✳
❙✐ Wn ❡st ✉♥ s✐♥❣❧❡t♦♥✱ ❛❧♦rs σn ❡st ✉♥ ✉♥✐✜❝❛t❡✉r ❞❡ W ❡t ❝♦♠♠❡ θ = λn ◦ σn✱ ❝✬❡st ✉♥
✉♥✐✜❝❛t❡✉r ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✳
❙✐♥♦♥✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ tr♦✉✈❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞és❛❝❝♦r❞ Dn ❞❡ Wσn ✳ ❈♦♠♠❡ θ = λn ◦σn ✉♥✐✜❡
W ✱ λn ✉♥✐✜❡ Dn✳ P✉✐sq✉❡ Dn ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞és❛❝❝♦r❞ ✉♥✐✜❛❜❧❡✱ ✐❧ ❞♦✐t ② ❛✈♦✐r ✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡ vn ❞❛♥s Dn✳ ❙♦✐t tn ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Dn ❛✉tr❡ q✉❡ vn✳ ❆❧♦rs vnλn = tnλn✳ ❙✐ vn
❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s tn✱ ❛❧♦rs vnλn ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s tnλn✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ♣✉✐sq✉❡ vn ❡t tn
s♦♥t ❞✐st✐♥❝ts ❡t q✉❡ λn ❧❡s ✉♥✐✜❡✳ ❉♦♥❝ vn ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s tn✳ ❆❧♦rs ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥❡
s✬❛rrêt❡ ♣❛s ♣♦✉r ❝❛✉s❡ ❞✬❡rr❡✉r à ❝❡tt❡ ét❛♣❡✱ ♠❛✐s ✈❛ ❝❤♦✐s✐r ✉♥ vn ❡t ✉♥ tn t❡❧s q✉❡ vn
♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s tn✱ ♣✉✐s ✈❛ ❞é✜♥✐r σn+1 := {tn/vn}◦σn✳ ❱♦②❛♥t ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❞❛♥s
❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✱ ❞é✜♥✐ss♦♥s λn+1 = λn \ {tnλn/vn}✳ ❈♦♠♠❡ vn ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s
❞❛♥s tn✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ tnλn+1 = tnλn✳ ❆✐♥s✐
λn+1 ◦ {tn/vn} = {tnλn+1/vn} ∪ λn+1
= {tnλn/vn} ∪ λn+1
= {tnλn/vn} ∪ λn \ {tnλn/vn}
= λn
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❛
θ = λn ◦ σn = λn+1 ◦ {tn/vn} ◦ σn = λn+1 ◦ σn+1
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ❢❛✐t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ ❧✬❛❣♦r✐t❤♠❡ t❡r♠✐♥❡ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱
❡t q✉❡ ❝❡tt❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡st ✉♥ ✉♥✐✜❝❛t❡✉r ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞❡ W ✳ ✷
✶✸✶
❘❡♠❛rq✉❡ ■✳✷✳✶✸ ❬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ s✐♠✉❧t❛♥é❡❪ ❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r u ∼ v ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❛ s♦❧✉✲
t✐♦♥ ❡st ✉♥ ✉♥✐✜❝❛t❡✉r s✬✐❧ ❡①✐st❡✳ ■❧ ♣❡✉t ❛rr✐✈❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉✐❧❧❡ ✉♥✐✜❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❞❡s
é❧é♠❡♥ts✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ rés♦✉❞r❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s (ui ∼ vi)1≤i≤n✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❡✉t
êtr❡ ✉♥ ✉♥✐✜❝❛t❡✉r ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❞é❥à ✈✉❡✳
P♦✉r ❡♥ ♦❜t❡♥✐r ✉♥✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ ré❝✉rs✐❢ ✿
❙♦✐t σn ✉♥ ✉♥✐✜❝❛t❡✉r ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞❡ un ❡t vn✳
❙✐ n = 1
✕ ❛❧♦rs ❧✬✉♥✐✜❝❛t❡✉r r❡❝❤❡r❝❤é ❡st σ1✳
✕ s✐♥♦♥ s♦✐t σ ✉♥ ✉♥✐✜❝❛t❡✉r ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞✉ s②stè♠❡ (uiσn ∼ viσn)1≤i≤n−1✱ ❧✬✉♥✐✜❝❛✲
t❡✉r r❡❝❤❡r❝❤é ❡st σ ◦ σn+1✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ t❡r♠✐♥❡ t♦✉❥♦✉rs ❡t ✐❧ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❡♥ ❛
✉♥❡✱ ❡t ✐❧ ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs ❧✬✉♥✐✜❝❛t❡✉r ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ t❡r✲
♠✐♥❡ ❡st é✈✐❞❡♥t ❝❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ t❡r♠✐♥❡ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐♠✐♥✉❡
à ❝❤❛q✉❡ ❛♣♣❡❧ ré❝✉rs✐❢✳
❙✐ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ s❡✉❧❡ éq✉❛t✐♦♥ ❝✬❡st ❧❡ t❤é♦rè♠❡ q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ♣r♦✉✈❡r✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s♦✐t ✈r❛✐❡ ♣♦✉r n éq✉❛t✐♦♥s ❡t ♣r❡♥♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ à n + 1
éq✉❛t✐♦♥s✳
❙♦✐t un+1 ∼ vn+1 ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡✳ ❙♦✐t σn+1 ✉♥ ✉♥✐✜❝❛t❡✉r ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧
❞❡ un+1 ❡t vn+1✳ ❙✬✐❧ ♥✬❡♥ ❡①✐st❡ ♣❛s✱ ❛❧♦rs u0 ❡t v0 ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✉♥✐✜❛❜❧❡s✱ ❞♦♥❝ ❧❡ s②stè♠❡
♥❡ ❧✬❡st ♣❛s✳
❙✐♥♦♥ ❛♣♣❧✐q✉♦♥s σn+1 à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ E ❞❡s ❛✉tr❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡✳ ❙✐ Eσn+1 ❛ ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ σ✱ ♣r♦✉✈♦♥s q✉❡ σ ◦ σn+1 ❡st ✉♥ ✉♥✐✜❝❛t❡✉r ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❝✬❡st
✉♥ ✉♥✐✜❝❛t❡✉r✳
❙♦✐t τ ✉♥ ✉♥✐✜❝❛t❡✉r ❞✉ s②stè♠❡✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ un+1 ∼ vn+1 ❛ ♣♦✉r ✉♥✐✜❝❛t❡✉r ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧
σn+1✳ ❉♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡ µ t❡❧❧❡ q✉❡ τ = µ◦σn+1✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t µ ❡st ✉♥ ✉♥✐✜❝❛t❡✉r ❞❡ Eσn+1
❡t ❝♦♠♠❡ σ ❡♥ ❡st ✉♥ ✉♥✐✜❝❛t❡✉r ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ µ s✬é❝r✐t µ′ ◦ σ✳ ❆✐♥s✐ τ = µ′ ◦ σ ◦ σn+1 ✿
σ ◦ σn+1 ❡st ✉♥ ✉♥✐✜❝❛t❡✉r ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✳
❙✐ Eσn+1 ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛r s✐♥♦♥ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t τ
✉♥ ✉♥✐✜❝❛t❡✉r ♦♥ s❛✐t q✉❡ τ = µ ◦ σn+1 ♣❛r ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ❞♦♥❝ Eσn+1
❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✿ µ✳ ✷
❘❡♠❛rq✉❡ ■✳✷✳✶✹ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥♥é ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ t❡r♠❡s✱ ♠❛✐s ♥♦✉s
♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ♣❛r❧é ❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s✳ ❉❡✉① ❢♦r♠✉❧❡s s♦♥t é❣❛❧❡s s✐ ❡❧❧❡s s♦♥t ✐❞❡♥✲
t✐q✉❡s à r❡♥♦♠❛❣❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s ♣rès✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉♥✐✜❡r ❞❡✉① ❢♦r♠✉❧❡s ❣râ❝❡ à
❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s t❡r♠❡s✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ✈♦✐❝✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t rés♦✉t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❢♦r✲
♠✉❧❡s ✿
❊♥tré❡ ✿ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ W ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❢♦r♠✉❧❡s ♥♦♥ ✈✐❞❡✳
❉é❜✉t
k := 0
Wk := W
✶✸✷
σk = Id ✭❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐té✮
❚❛♥t q✉❡ Wk ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ s✐♥❣❧❡t♦♥ ❢❛✐r❡
❙♦✐t F ∼ G ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ Wk = {F ∼ G} ∪W ′k✳
❝❛s ✿
✕ F = A(t1, . . . , tn) ❡t G = A(u1, . . . , un)
✲❃ ❙♦✐t σ ❧✬✉♥✐✜❝❛t❡✉r ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ s✐♠✉❧t❛♥é ❞❡ {ti = ui}1≤i≤n✳
Wk+1 := W
′
kσ
σk+1 := σ ◦ σk
✕ F = F1 ∧ F2 ❡t G = G1 ∧G2
✲❃
Wk+1 := W
′
k ∪ {F1 = G1, F2 = G2}
σk+1 := σk
✕ F = F1 ∨ F2 ❡t G = G1 ∨G2
✲❃
Wk+1 := W
′
k ∪ {F1 = G1, F2 = G2}
σk+1 := σk
✕ F = F1 → F2 ❡t G = G1 → G2
✲❃
Wk+1 := W
′
k ∪ {F1 = G1, F2 = G2}
σk+1 := σk
✕ F = ∀x.F ′(x) ❡t G = ∀y.G′(y)
✲❃
❙♦✐t f ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳
Wk+1 := W
′
k ∪ {F
′(f(xi)) = G
′(f(xi))} ♦ù ❧❡s xi s♦♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ Wk
σk+1 := σk
✕ F = ∃x.F ′(x) ❡t G = ∃y.G′(y)
✲❃
❙♦✐t f ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳
Wk+1 := W
′
k ∪ {F
′(f(xi)) = G
′(f(xi))} ♦ù ❧❡s xi s♦♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ Wk
σk+1 := σk
✕ ❆✉tr❡ ❝❛s
✲❃
st♦♣ ✧❡rr❡✉r ✿ W ♥✬❡st ♣❛s ✉♥✐✜❛❜❧❡✧
✜♥ ❝❛s
k := k + 1
✜♥ t❛♥t q✉❡
✜♥
❙♦rt✐❡ ✿ σk✱ ✉♥ ✉♥✐✜❝❛t❡✉r ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞❡ W ✱ s✬✐❧ ❡♥ ❡①✐st❡✳
❚❤é♦rè♠❡ ■✳✷✳✶✺ ❙♦✐t W ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ♥♦♥ ✈✐❞❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ t❡r♠✐♥❡ t♦✉✲
❥♦✉rs ✿ ❙✐ W ❡st ♥♦♥ ✉♥✐✜❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❧❡ ♣ré❝✐s❡✳ ❙✐♥♦♥✱ ✐❧ ❞♦♥♥❡ ❧✬✉♥✐✜❝❛t❡✉r
❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞❡ W ✱ ❞♦♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞✉ s②stè♠❡✳
Pr❡✉✈❡ ✿ ■❧ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①✐tés ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ W ✳
❘❡❣❛r❞♦♥s ❧❡s ❝❛s s❡❧♦♥ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ F ∼ G ❞❡ W = {F ∼ G} ∪W ′ q✉✐ ❡st ♣r✐s❡ ✿
✶✸✸
✕ F = A(t1, . . . , tn) ❡t G = A(u1, . . . , un) ✿ F ❡t G s♦♥t ✉♥✐✜❛❜❧❡s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡
s②stè♠❡ {ti ∼ ui} ❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧✬✉♥✐✜❝❛t❡✉r ❧❡ ♣❧✉s
❣é♥ér❛❧ ❞✉ s②stè♠❡✳ ❯♥❡ ♣r❡✉✈❡ s❡♠❜❧❛❜❧❡ à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡ ♥♦✉s
❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t✳
✕ F = F1 ∧ F2 ❡t G = G1 ∧ G2 ✿ F ❡t G s♦♥t ✉♥✐✜❛❜❧❡s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡ s②stè♠❡
{F1 ∼ G1, F2 ∼ G2} ❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ t❡r♠✐♥❡r✳
✕ F = F1 ∨ F2 ❡t G = G1 ∨ G2 ✿ F ❡t G s♦♥t ✉♥✐✜❛❜❧❡s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡ s②stè♠❡
{F1 ∼ G1, F2 ∼ G2} ❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ t❡r♠✐♥❡r✳
✕ F = F1 → F2 ❡t G = G1 → G2 ✿ F ❡t G s♦♥t ✉♥✐✜❛❜❧❡s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡ s②stè♠❡
{F1 ∼ G1, F2 ∼ G2} ❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ t❡r♠✐♥❡r✳
✕ F = ∀x.F ′(x) ❡t G = ∀y.G′(y) ✿ x ♣♦✉r F ❡t y ♣♦✉r G ét❛♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s✱ ❡❧❧❡s
♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ✉♥✐✜❡r ❧❡ s②stè♠❡✳ ❉♦♥❝ s✐ F ∼ G ❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ σ✱ ❛❧♦rs
F ′(f(xi)) ∼ G
′(f(xi)) ❛ ❛✉ss✐ ♣♦✉r s♦❧✉t✐♦♥ σ✳
❙✐ F ′(f(xi)) ∼ G′(f(xi)) ❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ σ✱ ❛❧♦rs f ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛♣♣❛rt❡♥✐r à ❧✬✐♠❛❣❡
❞❡ σ✱ ❝❛r ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡r❛✐t q✉✬à ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ s✉❜st✐t✉é à ✉♥❡ ✈❛✲
r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ ✉♥ t❡r♠❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t f ✳ ❈❡❧❛ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛r f ❛ ♣♦✉r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s
t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥❡
❞♦✐t ♣❛s ❛♣♣❛rt❡♥✐r ❛✉ t❡r♠❡ ♣❛r ❧❡q✉❡❧ ❡❧❧❡ ❡st s✉❜st✐t✉é❡ ♥❡ s❡r❛✐t ♣❛s ✈ér✐✜é❡✳ ❆✐♥s✐
F ′(f(xi))σ = G
′(f(xi))σ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ Fσ = Gσ✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ❡t ❧✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ t❡r♠✐♥❡r✳
✕ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✳
✕ ❆✉tr❡ ❝❛s ✿ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✉♥✐✜❛❜❧❡s✳ ✷
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❈❖◆❚❘❆❉■❈❚■❖◆ ❙➱◗❯❊◆❚■❊▲▲❊
▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♥♥❡①❡ ❡st ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡ ♠♦②❡♥ ♠✐s ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ♣♦✉r ❣ér❡r ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡
sé♣❛r❛t✐♦♥ ✈✉❡s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✷✳ P❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♥♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s
❝♦♠♠❡♥t ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝❧❛✉s❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞é❥à ❡①✐st❛♥t ❡st tr❛✐té✳
◆♦✉s s♦♠♠❡s ✐❝✐ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧✱ ♣✉✐sq✉❡ r❛♣♣❡❧♦♥s✲❧❡ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ sé♣❛r❛✲
t✐♦♥ s♦♥t ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧s ✭❛t♦♠❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧s ♦✉
♥é❣❛t✐♦♥ ❞✬❛t♦♠❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧s✮✳ ▲❡ ❜✉t ❡st ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❡t ❞❡ ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ✉♥ ❛r❜r❡
❜✐♥❛✐r❡ q✉✐ r❡♥❞ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡s ❧✐ttér❛✉①✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ❝♦♥str✉✐t ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡✱ ♣❡♥❞❛♥t
❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ ❆✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❛r rés♦❧✉t✐♦♥ ❝❡s ❝❧❛✉s❡s✱ ✐❧
❡st ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ ❞❡ t❡st❡r s✐ ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝❧❛✉s❡ r❡♥❞ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡ ❞❡
❧❛ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥♥❡r✳
❊♥s✉✐t❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❛r rés♦❧✉t✐♦♥✱ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞ét❛✐❧❧é❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝❧❛✉s❡ ❛❥♦✉té❡ r❡♥❞ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✳
■■✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s
▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s ✐❝✐ s♦♥t ❧♦❝❛❧❡s à ❝❡tt❡ ❛♥♥❡①❡✳ ◆♦✉s r❡❞é✜♥✐ss♦♥s ❡♥ ❡✛❡t ❧❡s
❝❧❛✉s❡s ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧❛❜❧❡ ❞❛♥s t♦✉t ❧❡ r❡st❡✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■■✳✶✳✶ ✭❧✐ttér❛❧✱ ❝❧❛✉s❡✮ ❙♦✐t P ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡
❞✬é❧❡♠❡♥ts ♥♦tés p✱ q✱ a✱. . . ✳
✕ P ❡st ❛♣♣❡❧é ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ❆✐♥s✐ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡ ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ P✳
✕ ❯♥ ❧✐ttér❛❧ ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭a✮ ♦✉ ❧❛ ♥é❣❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣r♦♣♦s✐✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭¬a✮✳
✕ ❯♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❡st ✉♥❡ ❧✐st❡ ✭♦r❞♦♥♥é❡✮ ❞❡ ❧✐ttér❛✉①✱ s❛♥s ré♣ét✐t✐♦♥ ❡t s❛♥s t❛✉t♦❧♦❣✐❡ ✭❝✬❡st
à ❞✐r❡ q✉✬✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ② ❛✈♦✐r à ❧❛ ❢♦✐s a ❡t ¬a ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡✮✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■■✳✶✳✷ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ s✐
❡❧❧❡ ♦✉ s❛ ♥é❣❛t✐♦♥ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❛ ❝❧❛✉s❡✳ ❖♥ ❞✐t ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
♣♦s✐t✐✈❡ ❡t ♥é❣❛t✐✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛✉s❡✳
❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ✐❝✐✳ ◆♦✉s ♣❛r❧❡r♦♥s ❞❡ ❧✐st❡s ✭♦r❞♦♥♥é❡s✮ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✳
◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ S ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❧✐st❡✳ ❙✐ l ❡st ✉♥ ❧✐ttér❛❧ ❡t C ❡st ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡✱
✶✸✻
♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s l ·C ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ❛②❛♥t l ❝♦♠♠❡ ♣r❡♠✐❡r é❧é♠❡♥t ❡t C ❝♦♠♠❡ q✉❡✉❡✳ ❙✐ S ❡st
✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s S ·C ❧❛ ❧✐st❡ ❛✈❡❝ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ S ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❡t C ❡♥
❞❡r♥✐❡r✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■■✳✶✳✸ ✭❛r❜r❡ ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s✮ ❯♥ ❛r❜r❡ ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s t ❡st ❞é✲
✜♥✐ ♣❛r ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
t ::= ⊤ | ⊥ | n(a, t, t)
♦ù a ❡st ❞❛♥s P
▲✬✐❞é❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❡st q✉❡ ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❞♦♥♥❡♥t ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡
❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ s✉✐✈✐ ❞❡♣✉✐s ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳ ❆❧❧❡r à ❣❛✉❝❤❡ ✭r❡s♣✳
❞r♦✐t❡✮ ❞✬✉♥ ♥♦❡✉❞ s✐❣♥✐✜❡ ♣r❡♥❞r❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡ ❡st ✈r❛✐❡ ✭r❡s♣✳ ❢❛✉ss❡✮✳ ▲❛ ❢❡✉✐❧❧❡ ⊤ ✭r❡s♣✳ ⊥✮ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❡st
s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✭r❡s♣✳ ✐♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✮✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■■✳✶✳✹ ❯♥ ❛r❜r❡ ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❡st ❞✐t ❝❧♦s s✐ t♦✉t❡s s❡s ❢❡✉✐❧❧❡s s♦♥t ⊥✱
❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t s✬✐❧ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ ⊤✳
◆♦✉s ♣❛r❧❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞✬❛r❜r❡ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬❛r❜r❡ ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s✳
◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❞é✜♥✐ ❧✬✐♥s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♣♦✉r ❝❡❝✐ ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ✭❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✮✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■■✳✶✳✺ ✭❛r❜r❡ ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡✮ ▲✬❛r❜r❡ ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❡st
❞é✜♥✐ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✿
✕ t0([]) =⊥ ❀
✕ t0(a · C ′) = n(a,⊤, t0(C ′)) ❀
✕ t0(¬a · C ′) = n(a, t0(C ′),⊤)✳
❊①❡♠♣❧❡ ■■✳✶✳✻ ❙♦✐t C1 = p · ¬q✳ ❆❧♦rs
t0(C1) = n(p,⊤, t0(¬q)) = n(p,⊤, n(q, t0([]),⊤)) = n(p,⊤, n(q,⊥,⊤))
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❛✐♥s✐ ✿
p
⊤ q
⊥ ⊤
■❧ ♥✬② ❛ q✉✬✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ❡st ❢❛✉ss❡ ✿ ❝❡❧❧❡ ♦ù p ❡st ❢❛✉ss❡ ❡t q
❡st ✈r❛✐❡✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■■✳✶✳✼ ✭♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞✬✉♥ ❛r❜r❡✮ ▲❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ t ♣❛r ✉♥❡
❝❧❛✉s❡ C ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✿
✶✸✼
add(C, t) =
❙✐ C = [] ❆❧♦rs ⊥
❙✐♥♦♥ r❡❣❛r❞♦♥s ❧❡s ❝❛s ♣♦✉r t ✿
❙✐ t =⊥ ❆❧♦rs ⊥
❙✐ t = ⊤ ❆❧♦rs t0(C)
❙✐ t = n(a, t1, t2) ❆❧♦rs
❙✐ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ a ❛♣♣❛r❛✐t ❞❛♥s C
❆❧♦rs ♥♦t♦♥s C ′ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ C s❛♥s ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ a✳
❙✐ a ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❛♥s C ❆❧♦rs n(a, t1, add(C ′, t2))
❙✐♥♦♥ n(a, add(C ′, t1), t2)
❙✐♥♦♥ n(a, add(C, t1), add(C, t2))
▲❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❝❧❛✐r❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ② ❛ t♦✉❥♦✉rs ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ♥♦♥ t❡r♠✐♥❛✉①
❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts q✉✐ ❡st ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡t ❛✉❝✉♥ ♥✬❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞✳
❊①❡♠♣❧❡ ■■✳✶✳✽ ❙♦✐t t = t0(C1)✱ ♦ù C1 ❡st ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✉❡ à ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ■■✳✶✳✻✳ ❙♦✐t ❧❛ ❝❧❛✉s❡
C2 = r · p · q✳ ❆❧♦rs
add(C2, t) = add(r · p · q, n(p,⊤, n(q,⊥,⊤)))
= n(p,⊤, add(r · q, n(q,⊥,⊤)))
= n(p,⊤, n(q,⊥, add(r,⊤)))
= n(p,⊤, n(q,⊥, t0(r)))
= n(p,⊤, n(q,⊥, n(r,⊤, t0([]))))
= n(p,⊤, n(q,⊥, n(r,⊤,⊥)))
❈❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t r❡♣rés❡♥t❡r ❛✐♥s✐ ✿
p
⊤ q
⊥
⊤
r
⊥
▲❡ ❧✐ttér❛❧ r ❛ été r❛❥♦✉té s❡✉❧❡♠❡♥t ❛✉ ❜♦✉t ❞❡ ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥
q✉✐ r❡♥❞ p ❡t q ❢❛✉ss❡s ❝❛r ❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s ❧❛ ❝❧❛✉s❡ C2 ❡st ✈❛❧✐❞❡✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■■✳✶✳✾ ✭❛r❜r❡ ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✮ ▲✬❛r❜r❡ ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡
❧✐st❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ✿
✕ arbre([]) = ⊤ ❀
✕ arbre(S · C) = add(C, arbre(S))✳
✶✸✽
❊①❡♠♣❧❡ ■■✳✶✳✶✵ ❙♦✐t S = C1 · C2 · C3 ♦ù C1 ❡t C2 s♦♥t ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❡s
❡①❡♠♣❧❡s ■■✳✶✳✻ ❡t ■■✳✶✳✽✱ ❡t C3 ❡st ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ¬p✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ❞♦♥♥é
t = t0(C1)✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ add(C2, t)✳ ❆❧♦rs ✿
arbre(S) = add(C3, add(C2, add(C1, [])))
= add(¬p, add(C2, add(C1,⊤)))
= add(¬p, add(C2, t0(C1)))
= add(¬p, add(C2, t))
= add(¬p, n(p,⊤, n(q,⊥, n(r,⊤,⊥))))
= n(p,⊥, n(q,⊥, n(r,⊤,⊥)))
❈❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ✐♥t❡r♣rét❡r ❛✐♥s✐ ✿
p
q
⊥
⊤
r
⊥
⊥
❯♥❡ s❡✉❧❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s p✱ q ❡t r r❡♥❞ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ S s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡
❝❡❧❧❡ q✉✐ r❡♥❞ p ❡t q ❢❛✉ss❡s ❡t r ✈r❛✐❡✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■■✳✶✳✶✶ ❙♦✐t S ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❡t a ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ◆♦✉s
♥♦t♦♥s Sa ✭r❡s♣✳ S¬a✮ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t S ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❛ ❡♥❧❡✈é
❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❧✐ttér❛❧ a ✭r❡s♣ ¬a✮ ❡t ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❛ ❡♥❧❡✈é ❧❡ ❧✐ttér❛❧ ¬a ✭r❡s♣✳
a✮ ❞❛♥s ❧❡s ❝❧❛✉s❡s r❡st❛♥t❡s✳
■■✳✷ Pr❡♠✐❡rs ❧❡♠♠❡s
▲❡♠♠❡ ■■✳✷✳✶ ❙♦✐t S ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ♥♦♥ ✈✐❞❡✳ ❆❧♦rs arbre(S) 6= ⊤✳
Pr❡✉✈❡ ✿ P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ S✳ ❙✐ S ♥✬❛ q✉✬✉♥ é❧é♠❡♥t C✱ ❛❧♦rs arbre(S) =
add(C,⊤) = t0(C) ❞✬❛♣rès ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❙✐ C = [] ❛❧♦rs ❝✬❡st ⊥ s✐♥♦♥ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❛r❜r❡
❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ✉♥ ♥♦❡✉❞✳ P♦✉r ❧✬ét❛♣❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ S = S′ ·C ❛✈❡❝
S′ ♥♦♥ ✈✐❞❡✳ ❆❧♦rs arbre(S) = add(C, arbre(S′))✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ arbre(S′)
❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ⊤✱ ❝✬❡st ❞♦♥❝ s♦✐t ⊤✱ ❡t ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ ❝❛s ❞❡ ❜❛s❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡
❝♦♥❝❧✉r❡✱ s♦✐t ✉♥ ♥♦❡✉❞ n(a, t1, t2)✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡
q✉❡ arbre(S) ❡st ✉♥ ♥♦❡✉❞ n(a, t′1, t
′
2)✳ ✷
▲❡♠♠❡ ■■✳✷✳✷ ❙♦✐t S ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✳ ❆❧♦rs arbre(S) = ⊤ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ S = []✳
Pr❡✉✈❡ ✿ ❈❡❝✐ ❡st ❝❧❛✐r ❣râ❝❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♣♦✉r ❧❡ s❡♥s ❣❛✉❝❤❡ ❞r♦✐t❡ ♣❛r ❝♦♥tr❛✲
♣♦sé❡✱ ❡t ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ s❡♥s ❞r♦✐t❡ ❣❛✉❝❤❡✳ ✷
✶✸✾
▲❡♠♠❡ ■■✳✷✳✸ ❙♦✐t t ✉♥ ❛r❜r❡ ❝❧♦s ❡t C ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡✳ ❆❧♦rs add(C, t) ❡st ❝❧♦s✳
Pr❡✉✈❡ ✿ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ t✳ ❙✐ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ C ❡st ✈✐❞❡✱ ❝✬❡st ❝❧❛✐r ♣✉✐s✲
q✉✬❛❧♦rs add(C, t) =⊥✳ ❙✐ t =⊥✱ ❝✬❡st ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡✳ ❙✐♥♦♥ ♦♥ ❛ t = n(a, t1, t2) ❛✈❡❝ t1 ❡t
t2 ❝❧♦s✳ ❖♥ ✈♦✐t ❛❧♦rs ❡♥ ét✉❞✐❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉❡ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s add(C, t) = n(a, t′1, t
′
2)
❛✈❡❝ t′1 ❡t t
′
2 ❝❧♦s ✭s✬✐❧s s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ add(C
′, ti) ✐❧s ❧❡ s♦♥t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✮✳ ✷
▲❡♠♠❡ ■■✳✷✳✹ ❙♦✐t S ✉♥❡ ❧✐st❡ ✭♥♦♥ ✈✐❞❡✮ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡
arbre(S) = n(a, t1, t2)✳ ❆❧♦rs t1 ✭r❡s♣✳ t2✮ ❡st ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ Sa ✭r❡s♣✳ S¬a✮✳
Pr❡✉✈❡ ✿ ❊❧❧❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ✭♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s
❞❛♥s S✱ t❛✐❧❧❡ ❞❡ S✮✳ ❈♦♠♠❡ arbre(S) = n(a, t1, t2)✱ S ♥✬❡st ♣❛s ✈✐❞❡✳ ❙✐ S = [C]✱ ❛❧♦rs
arbre(S) = t0(C) ❡t s♦✐t C = a · C ′ s♦✐t C = ¬a · C ′✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s t0(a · C ′) =
n(a,⊤, t0(C
′))✳ ❖r ♥♦✉s ❛✈♦♥s Sa = [] ❡t S¬a = [C ′]✱ ❞✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t✳ ❉❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s
t0(¬a · C
′) = n(a, t0(C
′),⊤)✳ ❖r Sa = [C ′] ❡t S¬a = []✱ ❞✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t✳
❙✐ S = S′ · C ❛✈❡❝ S′ ♥♦♥ ✈✐❞❡✱ ❛❧♦rs arbre(S) = add(C, arbre(S′))✳
❈♦♠♠❡ arbre(S) = n(a, t1, t2)✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ arbre(S′) =⊥ ❡t ❝♦♠♠❡ S′ 6= [] ✐❧
❡st ❛✉ss✐ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ arbre(S′) = ⊤ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ■■✳✷✳✸✳ ◆é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t✱ arbre(S′) =
n(a, t′1, t
′
2) ✭❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞♦✐t êtr❡ a✮✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ t
′
1 ❡st ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ S
′
a ❡t
t′2 ❡st ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ S
′
¬a✳ ◆é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t C ❡st ♥♦♥ ✈✐❞❡✱ ❝❛r s✐♥♦♥ arbre(S) =⊥✳ ❘❡❣❛r❞♦♥s
❧❡s ❝❛s s❡❧♦♥ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✿
✕ ❙✐ a ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s C ❡t ❡st ♣♦s✐t✐❢ ❛❧♦rs Sa = S′a ❡t S¬a = S
′
¬a · C
′ ❛✈❡❝ C ′ ❧❛ ❝❧❛✉s❡
C s❛♥s a✳ ❖r arbre(S) = n(a, t′1, add(C
′, t′2)) ❞♦♥❝ t1 = t
′
1 ❡st ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ S
′
a = Sa ❡t
add(C ′, t′2) ❡st ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ S
′
¬a · C
′ = S¬a✳
✕ ❙✐ a ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s C ❡t ❡st ♥é❣❛t✐❢ ❛❧♦rs ✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉ ♣ré❝é❞❡♥t ❝❛s
♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡✳
✕ ❙✐ a ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s C ❛❧♦rs Sa = S′a · C ❡t S¬a = S
′
¬a · C✳ ❖r
arbre(S) = n(a, add(C, t′1), add(C, t
′
2)) ❡t ❝♦♠♠❡
add(C, t′1) = arbre(S
′
a · C) = arbre(Sa) ❡t
add(C, t′2) = arbre(S
′
¬a · C) = arbre(S¬a) ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜✐❡♥ ❧❡ rés✉❧t❛t ❝❤❡r❝❤é✳ ✷
■■✳✸ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■✳✸✳✶ ❙♦✐t S ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✳ ❆❧♦rs S ❡st ✐♥s❛t✐s✜❛❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ arbre(S) ❡st ❝❧♦s✳
Pr❡✉✈❡ ✿ ❊❧❧❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ✭♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s
❞❛♥s S✱ t❛✐❧❧❡ ❞❡ S✮✳ ❙✐ S = [] ❛❧♦rs S ♥✬❡st ♣❛s ✐♥s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❡t arbre(S) = ⊤ ♥✬❡st ♣❛s
❝❧♦s✳ ❙✐ S = S′ · C ❛❧♦rs arbre(S) = add(C, arbre(S′))✳
✕ ❙✉♣♣♦s♦♥s S ✐♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ❙✐ S′ ❡st ✐♥s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❛❧♦rs ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ arbre(S′) ❡st ❝❧♦s
❡t add(C, arbre(S′)) ❡st ❝❧♦s é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ■■✳✷✳✸✳ ❙✐♥♦♥ arbre(S′) ♥✬❡st ♣❛s
❝❧♦s✳ ❙✐ C = [] ❛❧♦rs ❝✬❡st t❡r♠✐♥é ❝❛r arbre(S) =⊥✳ ❙✐♥♦♥ ♥♦✉s r❡❣❛r❞♦♥s ❧❡s ❝❛s s❡❧♦♥
arbre(S′) ✿
✕ ⊥ ✿ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛r ✐❧ ❡st ♥♦♥ ❝❧♦s✳
✕ ⊤ ✿ ❛❧♦rs S′ ❡st ✈✐❞❡ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ■■✳✷✳✷✳ ▼❛✐s ❝♦♠♠❡ C ❡st ♥♦♥ ✈✐❞❡✱ S = {C} ♥❡
♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ✐♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ ❞♦♥❝ ❝✬❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳
✶✹✵
✕ n(a, t1, t2) ✿ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ■■✳✷✳✹ t1 ❡st ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ S′a ❡t t2 ❡st ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ S
′
¬a✳ ❈♦♠♠❡
S ❡st ✐♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ Sa ❡t S¬a s♦♥t t♦✉s ❞❡✉① ✐♥s❛t✐s✜❛❜❧❡s✱ ❡t ❧❡✉rs ❛r❜r❡s s♦♥t ❝❧♦s
♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✭a ❛♣♣❛r❛ît ❜✐❡♥ ❞❛♥s ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ S✱ ❞♦♥❝ Sa ❡t S¬a ♦♥t ♠♦✐♥s ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✮✳ ❙✉✐✈♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✿
✕ ❙✐ a ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s C ❡t ❡st ♣♦s✐t✐❢ ❛❧♦rs Sa = S′a ❡t S¬a = S
′
¬a ·C
′ ❛✈❡❝ C ′ ❧❛ ❝❧❛✉s❡
C s❛♥s a✳ ❖r arbre(S) = n(a, t1, add(C ′, t2)) ❡t ❝♦♠♠❡ t1 = arbre(S′a) = arbre(Sa)
❡st ❝❧♦s ❡t add(C ′, t2) = arbre(S′¬a · C
′) = arbre(S¬a) ❡st ❝❧♦s é❣❛❧❡♠❡♥t✳ ❉♦♥❝
❧✬❛r❜r❡ ❡st ❝❧♦s✳
✕ ❙✐ a ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s C ❡t ❡st ♥é❣❛t✐❢ ❛❧♦rs ✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉ ♣ré❝é❞❡♥t
❝❛s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ arbre(S) ❡st ❝❧♦s✳
✕ ❙✐ a ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s C ❛❧♦rs Sa = S′a · C ❡t S¬a = S
′
¬a · C✳ ❖r
arbre(S) = n(a, add(C, t1), add(C, t2)) ❡t ❝♦♠♠❡
add(C, t1) = arbre(S
′
a · C) = arbre(Sa) ❡st ❝❧♦s ❡t
add(C, t2) = arbre(S
′
¬a · C) = arbre(S¬a) ❡st ❝❧♦s ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡
arbre(S) ❡st ❝❧♦s✳
✕ ❙✉♣♣♦s♦♥s ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t S s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ❆❧♦rs ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ s♦✐t Sa ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡✱
s♦✐t S¬a ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ❖r arbre(S) = add(C, arbre(S′))✳ ◆é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t C ❡st ♥♦♥
✈✐❞❡ ❝❛r s✐♥♦♥ S s❡r❛✐t ✐♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ❈♦♠♠❡ S ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ S′ ❧✬❡st ❛✉ss✐ ❡t ♣❛r
✐♥❞✉❝t✐♦♥ arbre(S′) ❡st ♥♦♥ ❝❧♦s ❞♦♥❝ ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ⊥ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ❙✐ arbre(S′) = ⊤
❛❧♦rs arbre(S) = t0(C) q✉✐ ❡st ♥♦♥ ❝❧♦s ❝❛r C ❡st ♥♦♥ ✈✐❞❡✳ ❙✐ arbre(S′) = n(a, t1, t2)
❛❧♦rs arbre(S) = n(a, t′1, t
′
2)✱ ❛✈❡❝ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ■■✳✷✳✹ t
′
1 ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ Sa ❡t t
′
2 ❧✬❛r❜r❡ ❞❡
S¬a✳ ▲✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ s♦✐t t′1 s♦✐t t
′
2 ❡st ♥♦♥ ❝❧♦s ✭❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ❛ ❡♥ ❡✛❡t ❞✐♠✐♥✉é✮✳ ✷
■■✳✹ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥
◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ♣♦✉r
♣♦✉✈♦✐r t❡st❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡✉①✲❝✐✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■■✳✹✳✶ ✭s✐♠♣❧✐❢✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡✮ ▲❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❡st
❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
simpl(t) = ❙❡❧♦♥ ❧❡s ❝❛s s✉r t ✿
❙✐ t =⊥ ❆❧♦rs ⊥
❙✐ t = ⊤ ❆❧♦rs ⊤
❙✐ t = n(a, t1, t2) ❆❧♦rs
❙♦✐t t′1 = simpl(t1)
❙♦✐t t′2 = simpl(t2)
❙✐ t′1 = t
′
2 =⊥ ❛❧♦rs ⊥
❙✐♥♦♥ n(a, t′1, t
′
2)
▲❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❝❧❛✐r❡✳
▲❡♠♠❡ ■■✳✹✳✷ ❙♦✐t t ✉♥ ❛r❜r❡✳ ❆❧♦rs t ❡st ❝❧♦s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ simpl(t) =⊥✳
✶✹✶
Pr❡✉✈❡ ✿ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ t✱ s✐ t = ⊤ ♦✉ ⊥ ❛❧♦rs simpl(t) = t ❡t
❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ❝❧❛✐r✳ ❙✐ t = n(a, t1, t2) ❛❧♦rs t ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ t1 ❡t
t2 s♦♥t ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ simpl(t1) =⊥ ❡t
simpl(t2) =⊥✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ simpl(t) =⊥✳ ✷
■❧ ② ❛ ❞❡✉① ♠❛♥✐èr❡s ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ✉♥ ❛r❜r❡ ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s✳ ■❧
❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧✬❛r❜r❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝❧❛✉s❡s✳ ❯♥❡
❢♦✐s ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❡✛❡❝t✉é ♦♥ t❡st❡ s✐ ❧❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧✬❛r❜r❡ ⊥✳ ❖♥ ♣❡✉t
é❣❛❧❡♠❡♥t s✐♠♣❧✐✜❡r ❛♣rès ❝❤❛q✉❡ ❛❥♦✉t ❧✬❛r❜r❡ ♦❜t❡♥✉✱ ❡t ❛❥♦✉t❡r ❧❡s ❝❧❛✉s❡s à ❧✬❛r❜r❡
s✐♠♣❧✐✜é✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❛ ♣r✐♦r✐ ❧é❣èr❡♠❡♥t ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥
❧❡s ❛r❜r❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧s ♥♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s s♦♥t s✐♠♣❧✐✜és ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡✉① ❞❡ ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡✳ ❙✐ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥❡ ♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❜✉t r❡❝❤❡r❝❤é
❣râ❝❡ à ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ♣r♦✉✈❡r
q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■■✳✹✳✸ simpl1 ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r simpl1(S) = simpl(arbre(S))✳
simpl∗ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ S ✿
simpl∗([]) = ⊤ ❡t simpl∗(S′ · C) = simpl(add(C, simpl∗(S′)))✳
▲❡♠♠❡ ■■✳✹✳✹ ❙♦✐t t ✉♥ ❛r❜r❡✳ ❆❧♦rs simpl(simpl(t)) = simpl(t)
Pr❡✉✈❡ ✿ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ t✳ ❙✐ t =⊥ ❛❧♦rs ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
⊥✳ ❙✐ t = ⊤ ❛❧♦rs ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ⊤✳ ❙✐ t = n(a, t1, t2) ❛❧♦rs ❞❡✉① ❝❛s ✿
✕ simpl(t1) = simpl(t2) =⊥ ✿ ❛❧♦rs simpl(t) =⊥ ❡t simpl(simpl(t)) =⊥✳
✕ simpl(t1) ♦✉ simpl(t2) ❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ⊥ ✿ ❛❧♦rs simpl(t) = n(a, simpl(t1), simpl(t2))✳
❖r ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ simpl(simpl(ti)) = simpl(ti) ♣♦✉r i = 1, 2✱ ❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ❞❡✉①
❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ⊥ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ simpl(simpl(t)) = simpl(t)✳ ✷
▲❡♠♠❡ ■■✳✹✳✺ ❙♦✐t C ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❡t S ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✳ ❆❧♦rs
simpl(add(C, arbre(S))) = simpl(add(C, simpl(arbre(S))))
Pr❡✉✈❡ ✿ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ arbre(S)✳ ❙✐ C ❡st ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡✱ ❛❧♦rs ❧❡s
❞❡✉① ❛r❜r❡s s♦♥t ⊥✱ ❞♦♥❝ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s s✉♣♣♦s❡r C ♥♦♥ ✈✐❞❡✳ ❘❡❣❛r❞♦♥s s❡❧♦♥ ❧❛ ❢♦r♠❡
❞❡ arbre(S) ❧❡s ❛r❜r❡s ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ✿
✕ ⊤ ✿ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ❧✬❛r❜r❡ ❡st simpl(t0(C)) ✭q✉✐ ❡st ❡♥ ❢❛✐t t0(C)✱ ♠❛✐s q✉❡ ♥♦✉s
♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r✮✳
✕ ⊥ ✿ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ❧✬❛r❜r❡ ❡st ⊥✳
✕ n(a, t1, t2) ✿ r❡❣❛r❞♦♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù simpl(t1) =⊥ ❡t simpl(t2) =⊥✳ ❆❧♦rs à ❞r♦✐t❡ ♥♦✉s ♦❜t❡✲
♥♦♥s⊥✳ ❆ ❣❛✉❝❤❡✱ arbre(S) ❡st ❝❧♦s✱ ❡t ❧✬♦♥ s❛✐t ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ■■✳✷✳✸ q✉❡ add(C, arbre(S))
❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❧♦s✳ ❉♦♥❝ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ■■✳✹✳✷ ♦♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ⊥✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦✉ s♦✐t u1 := simpl(t1) s♦✐t u2 := simpl(t2) ❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ⊥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
simpl(arbre(S)) = n(a, u1, u2)✳ P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ■■✳✷✳✹ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ t1 ❡st ❧✬❛r❜r❡ ❞❡
Sa ❡t t2 ❡st ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ S¬a
❘❡❣❛r❞♦♥s ❧❡s ❝❛s s❡❧♦♥ C ✭♥♦♥ ✈✐❞❡✮ ✿
✶✹✷
✕ a ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s C ❡t ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ✿
❛❧♦rs add(C, arbre(S)) = n(a, t1, add(C ′, t2))
❡t add(C, simpl(arbre(S))) = n(a, u1, add(C ′, u2)) ❛✈❡❝ C ′ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ C s❛♥s a✳ ❖r
simpl(add(C ′, t2)) = simpl(add(C
′, u2)) ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ❡t ❝♦♠♠❡ u1 = simpl(u1) =
simpl(t1) ✭❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ é❣❛❧✐té ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ■■✳✹✳✹✮ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❜✐❡♥ ❧✬é❣❛❧✐té r❡✲
❝❤❡r❝❤é❡✳
✕ a ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s C ❡t ❡st ♥é❣❛t✐✈❡ ✿ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ s❡ ❢❛✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉ ❝❛s
♣ré❝é❞❡♥t✳
✕ a ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s C ✿
❛❧♦rs add(C, arbre(S)) = n(a, add(C, t1), add(C, t2))
❡t add(C, simpl(arbre(S))) = n(a, add(C, u1), add(C, u2))✳
❖r ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ simpl(add(C, ti)) = simpl(add(C, ui))✱ ❞♦♥❝ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❜✐❡♥
❧✬é❣❛❧✐té r❡❝❤❡r❝❤é❡✳ ✷
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■✳✹✳✻ ❙♦✐t S ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✳ ❆❧♦rs
simpl1(S) = simpl∗(S)
Pr❡✉✈❡ ✿ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ S✳ ❙✐ S = [] ❛❧♦rs ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
⊤✳ ❙✐ S = S′ · C✱ ❛❧♦rs
simpl1(S) = simpl(add(C, arbre(S′))) ❡t simpl∗(S) = simpl(add(C, simpl∗(S′)))✳ ❖r
♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ simpl∗(S′) = simpl1(S′) = simpl(arbre(S′))✳ ❖r ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t
simpl(add(C, arbre(S′))) = simpl(add(C, simpl(arbre(S′)))) ✷
❆◆◆❊❳❊ ■■■
❙❚❘❯❈❚❯❘❊ ❉❯ ❉➱▼❖◆❙❚❘❆❚❊❯❘
▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♥♥❡①❡ ♥✬❡st ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ♣❛s ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❡ ❝♦❞❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞✉ ❞é♠♦♥s✲
tr❛t❡✉r✱ ♠❛✐s ❞✬❡♥ ❞♦♥♥❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❣é♥ér❛❧❡✳ Pré❝✐s♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦❣r❛♠♠é ❝❡
❞é♠♦♥str❛t❡✉r ❛✈❡❝ ❖❈❛♠❧✱ q✉✐ ❡st ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❜❛sé s✉r ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡
▼▲✱ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❞é✈❡❧♦♣♣❡r P❤♦❳✱ ■s❛❜❡❧❧❡✱ ❍❖▲ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✳
■■■✳✶ ▲❡s ❞✐✈❡rs ♠♦❞✉❧❡s
▲❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ❛ été ❞é❝♦✉♣é ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞✉❧❡s ❛✜♥ ❞✬❛❧❧é❣❡r ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é✜♥✐r ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❝réés ❡t ❞é❝r✐r❡ ❧❡✉r ✉t✐❧✐té✳ ◆♦✉s ❧❡s tr✐♦♥s ♣❛r ♦r❞r❡ ❞❡
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✱ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ét❛♥t ❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ❧✉✐✲♠ê♠❡✳
✕ t②♣❡s♣♦✐❞s ✿ ❞é✜♥✐ ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ♣♦✐❞s✱ ❡t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♣♦✐❞s
❡t ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❛♣rès rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦✉ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✳ ▲❡ ♣♦✐❞s ❡st ❧❛
✈❛❧❡✉r s❡❧♦♥ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s s♦♥t tr✐é❡s✳ ❯♥❡ ❝❧❛✉s❡ q✉✐ ❛ ✉♥ ♣♦✐❞s ❢❛✐❜❧❡ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé❡
❛✈❛♥t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❛②❛♥t ✉♥ ♣♦✐❞s é❧❡✈é✳ ▲✬✐♥❞✐❝❡ ❡st ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥s✱
❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✐♥❞✐q✉❡ s✐ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ♣❡✉t ♦✉ ♥♦♥ êtr❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❢❛✐r❡
❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ ■❧ s❡ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉✬✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞♦✐✈❡ êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡✱ ❞♦♥❝ ✐❧ ❧✉✐ ❡st
❞♦♥♥é ✉♥ ♣♦✐❞s ❢❛✐❜❧❡✱ ♠❛✐s ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡r❛ ❛❧♦rs ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ é❧❡✈é à ❝❡tt❡
❤②♣♦t❤ès❡✳
✕ s♣❧✐tt✐♥❣ ✿ ♠♦❞✉❧❡ q✉✐ s✬♦❝❝✉♣❡ ❞❡ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ✭♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t q✉❡
❞❡s ❧✐ttér❛✉① ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥✮✱ ❡♥ ♠❡tt❛♥t à ❥♦✉r ✉♥ ❛r❜r❡ sé♠❛♥t✐q✉❡✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞ét❡❝t❡♥t ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ♦ù ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ❛❥♦✉té❡ r❡♥❞ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡
✭❝❢✳ ❛♥♥❡①❡ ■■ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥s✮✳
✕ ♣t②♣❡s ✿ ❞é✜♥✐ ❧❡s t②♣❡s ✉t✐❧✐sés ♣❛r ❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ✿ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s✱ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡
❝❧❛✉s❡s✳ ■❧ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❛r ❞é❢❛✉t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡t ❞é✜♥✐t ❧❡s ❡①❝❡♣t✐♦♥s ♣r✐♥❝✐✲
♣❛❧❡s✳
✕ ♦❧❞❡❞✉❝t✐♦♥ ✿ ♠♦❞✉❧❡ q✉✐ s✬♦❝❝✉♣❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ♣❛r rés♦❧✉t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ sé♣❛✲
r❛t✐♦♥✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♦r❞♦♥♥é❡✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡ ❡t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ r❡♥❞❛♥t ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✱ ❡t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡
♣❛r rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st r❡t♦✉r♥é❡ ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✮✳
✕ ❛✣❝❤❛❣❡ ✿ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡s ❛✣❝❤❛❣❡s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❡t ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳
✕ ♠❛❥❧✐st❡s ✿ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ♠❡t à ❥♦✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✳ ■❧ ② ❛ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s
❞❡ ❝❧❛✉s❡s ✿ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❡t ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ✉t✐❧✐sé❡s✳ ❖♥ ❣èr❡ ❞❛♥s ❝❡ ♠♦❞✉❧❡ ❧❛
s✉❜s♦♠♣t✐♦♥ ❡t ❧❡s t❛✉t♦❧♦❣✐❡s✳
✕ ♣r♦✈❡r✳♠❧ ✿ ♠♦❞✉❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r♦✈❡ q✉✐ ❡✛❡❝t✉❡ ❧❛
✶✹✹
♣r❡✉✈❡ ♣❛r rés♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t
❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✳
■■■✳✷ ▲❡s t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
• ❯♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❡st ✉♥ ❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥t ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts s✉✐✈❛♥ts ✿
✕ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ♣♦s✐t✐❢s ❀
✕ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ♥é❣❛t✐❢s ❀
✕ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❧✐ttér❛✉① q✉✐ s♦♥t ❞❡s ♠ét❛✲✈❛r✐❛❜❧❡s ❀
✕ ❧❡ ♣♦✐❞s ❀
✕ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❀
✕ ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ ❀
✕ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
• ❯♥ ❧✐ttér❛❧ ❡st ❧✉✐ ❛✉ss✐ ✉♥ ❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥t✱ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts s✉✐✈❛♥ts ✿
✕ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❀
✕ ❧❡ ♥✉♠ér♦ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞♦♥t ✐❧ ❡st ♦r✐❣✐♥❡❧ ❀
✕ ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡s rè❣❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❛❜♦✉t✐r à ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡✳
• ❯♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❡st ✉♥ ❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥t ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts s✉✐✈❛♥ts ✿
✕ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ✭♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✮ ❀
✕ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ✭❧❛ ❝❧❛✉s❡ s❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✮ ❀
✕ ✉♥ ❜♦♦❧é❡♥ ✐♥❞✐q✉❛♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ❀
✕ ❧❡ ♥✉♠ér♦ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ❞♦♥t ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ❡st ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡✳
❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ❀
• ▲❡s ❝❧❛✉s❡s ❝❛♥❞✐❞❛t❡s s❡ tr♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s tr✐é❡ ♣❛r ♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t ❞❡
♣♦✐❞s✳
• ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ✉t✐❧✐sé❡s s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s ✭❝❧❛✉s❡✱t❛❜❧❡ ❞❡
❤❛s❤❛❣❡✮✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❤❛s❤❛❣❡ s♦♥t ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣r✐♥✲
❝✐♣❛❧❡ q✉✐ s♦♥t ❧❡s ❞é❝♦♠♣♦sé❡s ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❤❛s❤❛❣❡✳ ▲❛ ❝❧é ❞❡ ❧❛
t❛❜❧❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ têt❡ ❡t ✉♥ ❜♦♦❧é❡♥ ✐♥❞✐q✉❛♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♣r✐♥✲
❝✐♣❛❧❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❡♥
♥❡ ♣r❡♥❛♥t q✉❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s s❡ r❡ss❡♠❜❧❛♥t ❧❡ ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❙❡✉❧❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡
♣❡✉t s✉❜✐r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❧❡s ❛✉tr❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡✈❛♥t ❛tt❡♥❞r❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❞❡✈❡♥✐r ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s✳
• ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❝réé❡s ❡st ❝♦♥s❡r✈é ❛✜♥ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❧✬❛✣❝❤❛❣❡ ❞❡ ❧❛
♣r❡✉✈❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡rt❛✐♥❡s str❛té❣✐❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❞❡s ❝❧❛✉s❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t t♦✉t ❞❡
♠ê♠❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥s❡r✈❡r ❞❛♥s ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❧✐st❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❧❡s r❡tr♦✉✈❡r✳
■■■✳✸ ▲❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r
• ❆✉ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r s♦♥t ❞♦♥♥és ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ✭q✉✐ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❤②♣♦✲
t❤ès❡s✮ ❡t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ✭q✉✐ ❡st ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ à ♣r♦✉✈❡r✮✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❛✉①
❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡s ♣♦✐❞s ❡t ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s✳
• ▲♦rs ❞❡ ❧✬❛♣♣❡❧ ❞✉ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ♦♥ ♣❡✉t ♦♣t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ♣ré❝✐s❡r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ✈❛❧❡✉rs ✿
✶✹✺
✕ ✈❡r❜♦s❡ ✿ ❧❡ ♠♦❞❡ ✈❡r❜❡✉①✱ q✉✐ ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r✳ P❧✉s ❧✬❡♥t✐❡r ❡st ❣r❛♥❞✱ ♣❧✉s ❧✬❛✣❝❤❛❣❡
❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❀
✕ ♣❛✉s❡ ✿ ✉♥ ❜♦♦❧é❡♥ q✉✐ ❛✉t♦r✐s❡ ♦✉ ♥♦♥ ❧✬❛rrêt ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ à ❝❡rt❛✐♥❡s ét❛♣❡s
♦✉ ♥♦♥ ❀
✕ ♠❛①❝♥❞ts ✿ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts q✉❡ ❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ♣❡✉t ❝♦♥s❡r✈❡r ❀
✕ s♣❧✐tt✐♥❣ ✿ ✉♥ ❜♦♦❧é❡♥ q✉✐ ❛✉t♦r✐s❡ ♦✉ ♥♦♥ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❀
✕ ❝❤❡❝❦❴s✉❜❝❛s❡ ✿ ✉♥ ❜♦♦❧é❡♥ q✉✐ ❛✉t♦r✐s❡ ♦✉ ♥♦♥ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❝❛s ♣♦✉r ❧❡
❝❛s ♦ù ❧✬♦♥ sé♣❛r❡ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s✳ ❙✐ ❧❡ ❜♦♦❧é❡♥ ❡st ♣♦s✐t✐❢✱ ♦♥ ♥❡ ❢❛✐t ❞❡s rés♦❧✉t✐♦♥s q✉❡
s✐ ❧✬♦♥ ❡st ❞❛♥s ✉♥ ♠ê♠❡ s♦✉s✲❝❛s ❀
✕ tr❛❝❡❴♣r♦♦❢ ✿ ✉♥ ❜♦♦❧é❡♥ q✉✐ ❛✉t♦r✐s❡ ♦✉ ♥♦♥ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ❛✜♥
❞❡ ❧✬❛✣❝❤❡r à ❧❛ ✜♥✳ ■❧ ♥❡ s✬❛❣✐t ❡♥ ❛✉❝✉♥ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛
♣r❡✉✈❡✳ ▲❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❞♦♥❝ ❧❛✐ssé❡ ❛✉ ❧❡❝t❡✉r q✉✐ ♣❡✉t ❧✐r❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡
❛✣❝❤é❡ ❀
✕ t✐♠❡♠❛① ✿ ❧❡ t❡♠♣s ♠❛①✐♠✉♠ ❞♦♥♥é ❛✉ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r✳ ▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ❛✉❝✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣s ❛②❛♥t été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s
❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t ✭❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ✈❛♠♣✐r❡
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮ ❀
✕ ❧❛③②♠♦❞❡ ✿ ✉♥ ❜♦♦❧é❡♥ q✉✐ ✐♥t❡r❞✐t ♦✉ ♥♦♥ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❛♥s
❧❡s ❝❧❛✉s❡s✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❛♥s ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ♦ù ✐❧ ❢❛✉t très ♣❡✉ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❞❡ ❣❛❣♥❡r
❞✉ t❡♠♣s✳ ❉❛♥s ❧✬❛✉tr❡ ❝❛s ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♥✬❡st t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ♣❛s ♠❛①✐♠❛❧❡✱ ❝❛r
s❡✉❧❡s ❧❡s rés♦❧✉t✐♦♥s s✉r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞é❝♦♠♣♦sé❡s ❡st t❡sté❡✱ ♠❛✐s ❧❡s ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s
♣❡✉✈❡♥t ❛❧♦rs ❢❛✐r❡ ❜♦✉❝❧❡r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r
♦ù ❧❡s ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♥✜♥✐❡s ❀
✕ ♠❡t❤♦❞❡ ✿ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✱ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❜✐♥❛✐r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ♣♦s✐t✐✈❡
♦✉ ♥é❣❛t✐✈❡✳
• ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❡st ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❡t ❧❡ ❜✉t ❡♥ ❝❧❛✉s❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥
t❡st❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✭❛♣rès ❛✈♦✐r é❧✐♠✐♥é t♦✉t❡s ❧❡s ❞♦✉❜❧❡s ♥é❣❛t✐♦♥s✮✱ ♣✉✐s
♦♥ é❧✐♠✐♥❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♥é❣❛t✐♦♥s ❡t ♦♥ ❢♦r♠❡ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❡♥ ♠❡tt❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❛♥s ❧❡
❜♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ à ♣r♦✉✈❡r s✉❜✐t ❛✉♣❛r❛✈❛♥t ✉♥❡ ♥é❣❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳
❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❝réé❡s r❡♥tr❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✳
• ❊♥s✉✐t❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❡st ❣é♥ér❛❧✳ ■♥❞✐q✉♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡✲
♠❡♥t ✿
❖♥ ❡♥❧è✈❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ❧❛ ♣❧✉s ❧é❣èr❡✳ ❖♥ ❞é❝♦♠♣♦s❡
❝❡tt❡ ❝❧❛✉s❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✧♠✐♥✐♠❛❧❡✧✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❝❤❛q✉❡ ❧✐ttér❛❧ ❞❡
❧❛ ❝❧❛✉s❡ s❛♥s ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❡s ❛✉tr❡s ❡♥ ✐tér❛♥t ❝❡tt❡ ❛❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❞é❝♦♠♣♦sé❡s ❞❡s
❧✐ttér❛✉①✳
❊①❡♠♣❧❡ ■■■✳✸✳✶ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ❡st A→ B,C∧(D∨E)✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❞é❝♦♠♣♦s❡
A→ B✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ¬A,B,C∧(D∨E)✳ P✉✐s ♦♥ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❢♦r♠✉❧❡✱ ❝❡ q✉✐
❞♦♥♥❡ A → B,C ❡t A → B,D ∨ E✳ ▲❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞♦♥♥❡ ❡♥❝♦r❡
✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ✭D∨E✮✱ ♦♥ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❞♦♥❝✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ A→ B,D,E✳
❆✉ ✜♥❛❧✱ ✈♦✐❝✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞é❝♦♠♣♦sé❡s ❞❡ A→ B,C ∧ (D ∨ E) ✿
✕ ¬A,B,C ∧ (D ∨ E) ❀
✕ A→ B,C ❀
✕ A→ B,D ∨ E ❀
✶✹✻
✕ A→ B,D,E✳
❊♥ ❢❛✐t ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ■■■✳✷✱ ❧❡s ❞é❝♦♠♣♦sé❡s ❞✬✉♥❡ ❝❧❛✉s❡
s♦♥t ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ¬A,B,C ∧ (D ∨ E) ❡st
r❡♣rés❡♥té❡ ❞❡✉① ❢♦✐s✱ ❝❛r ✐❧ ② ❛ ❞❡✉① ❢♦r♠✉❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s✱ ¬A ❡t B✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s ❞♦♥❝
q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡✛❡❝t✉é❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ B,D,E ♥✬❡st ♣❛s
♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✳
• ❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡s ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❞é❝♦♠♣♦✲
sé❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ❛✉tr❡s ❞é❝♦♠♣♦sé❡s✱ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❧❛✉s❡ ❡t ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ✉t✐❧✐sé❡s✳ ❈✬❡st à ❞✐r❡
q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s
q✉✐ ♦♥t ❧❡ s✐❣♥❡ ♦♣♣♦sé ❡t ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ têt❡✱ ❡t ♦♥ t❡♥t❡ ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✳
• ❙✐ ❞❡✉① ❢♦r♠✉❧❡s s♦♥t ✉♥✐✜❛❜❧❡s✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❡♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t ❡♥
♠ê♠❡ t❡♠♣s à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Γ, A1, . . . , An ∆, A
′
1
⊥
, . . . , A′m
⊥
♦ù σ = ♠❣✉(A1, . . . , An, A′1, . . . , A
′
m)
Γσ,∆σ
❊♥ ❡✛❡t ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ rè❣❧❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡
❞✉ s②stè♠❡✱ ♠❛✐s ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥té❣ré❡ à ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❝❡❝✐ ❛✜♥ ❞❡ t❡st❡r
❧❡ ♠♦✐♥s s♦✉✈❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❡tt❡ rè❣❧❡✳
• ▲❛ ❝❧❛✉s❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r rés♦❧✉t✐♦♥ ✭❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ❝♦♥tr❛❝té❡✮ ❡st ❡♥s✉✐t❡
❛❥♦✉té❡ ❛✉① ❝❧❛✉s❡s ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✳ ❯♥❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❡st ❢❛✐t❡ ♣♦✉r
é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ❝❧❛✉s❡s s✉❜s✉♠é❡s ❡t t❛✉t♦❧♦❣✐❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡s✳
• ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st t❡r♠✐♥é❡ ❞ès q✉❡ ❧✬♦♥ tr♦✉✈❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡✳
P❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ♦♥t été ❢❛✐t❡s✳
• ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❤♦s❡ ❡st ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣r❡♥❞ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡
❝❛♥❞✐❞❛t❡✱ ♦♥ ❡ss❛✐❡ ❞❡ sé♣❛r❡r ❝❡tt❡ ❝❧❛✉s❡ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛rt✐❡s✱ ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡sq✉❡❧❧❡s
♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❛❧♦rs ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥✳ ❯♥❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ s✐ ❛✉❝✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ ♥✬❡st ❝♦♠♠✉♥❡ ❛✉① ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✳
• ❯♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ♣♦rt❡ s✉r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ q✉❡ ❧✬♦♥ r❡♥❞ ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❧❡♥t❡✳
❈✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s✱ tr✐é ♣❛r ♣♦✐❞s ❝r♦✐ss❛♥t✱
❡t à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ s♦✐t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡✱ s♦✐t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡
s❡❧♦♥ q✉❡ ❧✬✉♥❡ ❡st ♣❧✉s ❧é❣èr❡ q✉❡ ❧✬❛✉tr❡✳
❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s ♦♥ ♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ q✉❡ s✉r ✉♥❡ ét❛♣❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ❝♦♥t✐♥✉❡
♣❛s s✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❛♣rès ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ▲❡s ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s
s♦♥t ❛❧♦rs ❛❥♦✉té❡s ❛✉① ❞é❝♦♠♣♦sé❡s ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣❛❣♥❡r
❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ t❡♠♣s ❞❛♥s ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ♦ù ✐❧ ❡st ✐♥✉t✐❧❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❜❡❛✉❝♦✉♣✳
❘❡♠❛rq✉❡ ■■■✳✸✳✷ ▲❡ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t ❝✐✲❞❡ss✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s
♠♦✐♥s s❡♥s✐❜❧❡s à ❧✬❛❥♦✉t ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à
s✐❣♥❛❧é❡s ❡st q✉❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s♦♥t ❛❥♦✉té❡s ❡t ♥❡ s♦♥t ❥❛♠❛✐s s✉♣♣r✐♠é❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs
s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✐ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ q✉❛♥t✐té ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ♥✬❡♥❣❡♥❞r❡ ♣❛s ✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❞✉
❞é♠♦♥str❛t❡✉r✳
▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ q✉❡ ♣❡t✐t à ♣❡t✐t✱ ❡t q✉❡ ❧❡s ♣♦✐❞s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❡♥
s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♥♦♥ ✉t✐❧❡s s♦✐❡♥t ♣❡✉ ♠❛♥✐♣✉❧é❡s ♥♦✉s ✐♥❝✐t❡ à ♣❡♥s❡r q✉❡ ❞❡
✶✹✼
❝♦✉rt❡s ♣r❡✉✈❡s ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ♣❛s ❞✬❛❧❧❡r ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣❡rt✉r❜é❡s ♣❛r ❞❡s
❤②♣♦t❤ès❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳
■❧ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡ ❧❡ ♣♦✐❞s s♦✐t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ❞♦♥♥é✱ ❝❛r s✐ t♦✉t❡s ❧❡s ❤②✲
♣♦t❤ès❡s ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦✐❞s✱ ❡❧❧❡s s♦♥t tr❛✐té❡s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s
✐♥✉t✐❧❡s ❜r♦✉✐❧❧❡♥t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳
■■■✳✹ ▲❡ ♣♦✐❞s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s
❆ ❝❤❛q✉❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✱ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❡st
❝réé❡✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❞♦♥♥❡r ✉♥ ♣♦✐❞s à ❝❡tt❡ ❝❧❛✉s❡✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐
❞é♣❡♥❞ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❞♦♥t ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞♦♥t ❡❧❧❡ ♣r♦✈✐❡♥t✱ ❧✬✉♥✐✜❝❛t❡✉r✱
❡t❝✳✳✳
❈❡rt❛✐♥❡s ✐❞é❡s ♥♦✉s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❡
♣♦✐❞s✳ ❇✐❡♥ sûr ✐❧ ♥❡ s✬❛❣✐t ♣❛s ❞❡ ❝❡rt✐t✉❞❡s✱ ♠❛✐s ❞❡ ♣✐st❡s ❞❡ tr❛✈❛✐❧✳ ■❧ r❡st❡ t♦✉❥♦✉rs à
❛♠é❧✐♦r❡r ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t ❡♥❝♦r❡ très ✐♠♣❛r❢❛✐t❡s✳
✕ ❙✐ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ♣❛r❡♥ts ♦♥t ✉♥ ♣♦✐❞s é❧❡✈é✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❞♦✐t ❛✉ss✐ ❛✈♦✐r ✉♥
♣♦✐❞s é❧❡✈é✳
✕ ❙✐ ✉♥ ✉♥✐✜❝❛t❡✉r ❡st ❝♦♠♣❧❡①❡ ✭❝✬❡st à ❞✐r❡ s✐ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛ ✉♥ ❣r❛♥❞ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✮✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ♣❡♥s❡r q✉❡ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡st tr♦♣ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❆❧♦rs ❧❡ ♣♦✐❞s
❡st ❝r♦✐ss❛♥t ❡♥ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬✉♥✐✜❝❛t❡✉r✳
✕ ❙✐ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❧✐ttér❛❧ ✉♥✐✜é ❡st ❣r❛♥❞❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣❡♥s❡r ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ q✉❡ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t
❡st ❝♦rr❡❝t✱ ❝❛r ✐❧ ❡st ❛ss❡③ r❛r❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ✉♥✐✜❡r ❞❡✉① ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✳ ❆✐♥s✐
❧❡ ♣♦✐❞s ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❧✐ttér❛❧✳
✕ ❙✐ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ♦❜t❡♥✉❡ ✉t✐❧✐s❡ tr♦♣ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ❛②❛♥t ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ é❧❡✈é✱ ❛❧♦rs s♦♥ ♣♦✐❞s ❞♦✐t
êtr❡ ❣r❛♥❞✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ② ❛ ♣❡✉ ❞❡ ❝❤❛♥❝❡ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ✉♥ ❜♦♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t✳
✕ ❙✐ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ♣❛r❡♥ts ♦♥t ♣❡✉ ❞❡ ❧✐ttér❛✉①✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❝✬❡st ✉♥❡ ❜♦♥♥❡
❝❤♦s❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ❜✉t ❡st ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡✱ ❡t q✉❡ ❧✬♦❜t❡♥✐r ❛✈❡❝ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s
❛✈❡❝ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❧✐ttér❛✉① ❞❡♠❛♥❞❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ♣❧✉s ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉✬❛✈❡❝ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s
✉♥✐t❛✐r❡s✳
▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❡st q✉❛♥t à ❧✉✐ très ♣❡✉ ❞é✈❡❧♦♣♣é✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t ✐♥❞✐q✉❡r
q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s❡r✈❡ ✉♥ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s q✉❡ ❞❡s rè❣❧❡s✳ ❊♥
❡✛❡t✱ à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡s rè❣❧❡s ❡t ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞♦✐✈❡♥t ❜é♥é✜❝✐❡r ❞✬✐♥❞✐❝❡s✱ ❝❛r ❝❡rt❛✐♥❡s rè❣❧❡s ♥❡
❞♦✐✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s s❛♥s ❛rrêt ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té✮✱ ❡t ♥♦✉s
❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à s✐❣♥❛❧é ♣♦✉r ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱ q✉✐ s♦♥t tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❡♥ ❝❧❛✉s❡✳

❆◆◆❊❳❊ ■❱
❉❊❙ ❊❳❊▼P▲❊❙ ❉❊ P❘❊❯❱❊
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ♥♦✉s tr❛❞✉✐r♦♥s ❞❡s
♣r❡✉✈❡s ❡♥ ❧❛♥❣✉❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ✈❡rs ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ r❡str❡✐♥t✳ ❆✉❝✉♥ ♦✉t✐❧ ♥✬❛②❛♥t été ✐♠♣❧é♠❡♥té
à ❝❡ ❥♦✉r✱ ❧❡s tr❛❞✉❝t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ♦♥t été ❢❛✐t❡s à ❧❛ ♠❛✐♥✳ ❈❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡s
tr❛❞✉❝t✐♦♥s ✐❞é❛❧❡s✳
❈❡s ❞❡✉① ♣r❡✉✈❡s s♦♥t ❝❡❧❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ✈✉❡s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲❡✉r tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s
❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ r❡str❡✐♥t ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞✐t ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳
▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣r❡✉✈❡ ❡st ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ très s✐♠♣❧❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❢❛✐t❡ ❞❛♥s ❧❡
❧❛♥❣❛❣❡ r❡str❡✐♥t✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❞❡ ✈♦✐r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r✱
❞♦♥t ♥♦✉s ❛✣❝❤❡r♦♥s ❧❡s ♣r❡✉✈❡s✳
◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❞✬❛✉tr❡s ♣r❡✉✈❡s✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ r❡str❡✐♥t ♣♦✉r ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉
♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳
■❱✳✶ Pr❡✉✈❡ ✶
❘❡❞♦♥♥♦♥s ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❡t s❛ ♣r❡✉✈❡ ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✸ ❙♦✐t X1 ❡t X2 ❞❡s ❡s♣❛❝❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ X1
✈❡rs X2✳ ❙✐ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t x ❞❛♥s X1✱ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ ①✳
Pr❡✉✈❡ ✿ ❙✉♣♣♦s♦♥s f ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t s♦✐t x ❞❛♥s X1✳ P♦s♦♥s y = f(x)✳ ❙♦✐t V ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡
❞❡ y✱ ♣r♦✉✈♦♥s q✉❡ s♦♥ ✐♠❛❣❡ ✐♥✈❡rs❡ ❡st ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ x✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✱
s♦✐t O ✉♥ ♦✉✈❡rt ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s V ❡t ❝♦♥t❡♥❛♥t y✳ ❈♦♠♠❡ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✱ f−1(O) ❡st ♦✉✈❡rt
❡t x ❛♣♣❛rt✐❡♥t à f−1(O)✳ ❈♦♠♠❡ f−1(O) ⊂ f−1(V )✱ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st t❡r♠✐♥é❡✳ ✷
❱♦✐❝✐ ✉♥❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥✳ ❈❤❛q✉❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦✉ ♣❤r❛s❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ r❡str❡✐♥t ❡st t❡r♠✐♥é❡ ♣❛r
✉♥ ♣♦✐♥t✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❛♣rès ❝❤❛q✉❡ ♣❤r❛s❡ ❧❡s ❜✉ts q✉✐ s♦♥t r❡t♦✉r♥és à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ✴❭ s✐❣♥✐✜❡ ∀✱ ❭✴ s✐❣♥✐✜❡ ∃ ❡t ✿ s✐❣♥✐✜❡ ∈✳ ❇✐❡♥ q✉✬✐❧ s♦✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛✣❝❤❡r ❝❡s
é❧é♠❡♥ts ❝♦♠♠❡ ❧❡✉rs s②♠❜♦❧❡s ❤❛❜✐t✉❡❧s✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ♠♦♥tr❡r ❧❛ s②♥t❛①❡ ❜r✉t❡ ❞❡
❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛✜♥ ❞✬❛❝❝❡♥t✉❡r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳
❈❡rt❛✐♥s é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♦♥t ✉♥ s✉✣①❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥✉♠ér♦✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❞❡ ✧✈♦✐s✐♥❛❣❡❴❞❡✳✷✧ ❡t ✧♦✉✈❡rt✳✶✧✳ ❈❡❧❛ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♠♣♦rté ✉♥
♠♦❞✉❧❡ ❞✬❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ à ❞❡✉① r❡♣r✐s❡s ♣♦✉r ❡♥ ❛✈♦✐r ❞❡✉①✱ q✉✐ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ❞♦♥❝ ❧❡s
♠ê♠❡s ♣r♦♣r✐étés✳
P♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝✐❡r✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛❧♦rs ✉t✐❧✐s❡r ❝❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❞❡s s✉✣①❡s✳ ❈✬❡st à ❞✐r❡
q✉❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s à t♦✉t é❧é♠❡♥t
✶✺✵
✭❝♦♥st❛♥t❡✱ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ❡t❝✳✳✳✮ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♥♦♠ q✉✐ ❡st ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞✉❧❡
s✉✣①é ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡✳
❆✐♥s✐ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✧✐♥✈❡rs❡ f V X.1✧ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ré❝✐♣r♦q✉❡ ♣❛r f ❞❡ V ❞❛♥s
❧✬❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ X.1✱ ❡t ✧O ♦✉✈❡rt✳✷✧ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ O ❡st ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ X.2✳
♣r♦♣ ❢ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✲❃ ✴❭①✿❳✳✶ ❢ ❝♦♥t✐♥✉❡❴❡♥ ①✳
✶ ♥❡✇ ❣♦❛❧ ✿
⑤✲ ❢ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✲❃ ✴❭①✿❳✳✶ ❢ ❝♦♥t✐♥✉❡❴❡♥ ①
❛ss✉♠❡ ❢ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❧❡t ① ❛ss✉♠❡ ❳✳✶ ① s❤♦✇ ❢ ❝♦♥t✐♥✉❡❴❡♥ ①✳
✶ ♥❡✇ ❣♦❛❧
❍ ✿❂ ❢ ❝♦♥t✐♥✉❡
❍✵ ✿❂ ❳✳✶ ①
⑤✲ ❢ ❝♦♥t✐♥✉❡❴❡♥ ①
❧♦❝❛❧ ②❂❢ ①✳
✵ ♥❡✇ ❣♦❛❧
❍ ✿❂ ❢ ❝♦♥t✐♥✉❡
❍✵ ✿❂ ❳✳✶ ①
⑤✲ ❢ ❝♦♥t✐♥✉❡❴❡♥ ①
❧❡t ❱ ❛ss✉♠❡ ❱ ✈♦✐s✐♥❛❣❡❴❞❡✳✷ ② s❤♦✇ ✭✐♥✈❡rs❡ ❢ ❱ ❳✳✶✮ ✈♦✐s✐♥❛❣❡❴❞❡✳✶ ①✳
✶ ♥❡✇ ❣♦❛❧
❍ ✿❂ ❢ ❝♦♥t✐♥✉❡
❍✵ ✿❂ ❳✳✶ ①
❍✶ ✿❂ ❱ ✈♦✐s✐♥❛❣❡❴❞❡✳✷ ❢ ①
⑤✲ ✐♥✈❡rs❡ ❢ ❱ ❳✳✶ ✈♦✐s✐♥❛❣❡❴❞❡✳✶ ①
❜② ✈♦✐s✐♥❛❣❡❴❞❡✳✷ ❧❡t ❖ ❛ss✉♠❡ ❖ s✉❜s❡t ❱ ❛♥❞ ❖ ♦✉✈❡rt✳✷ ❛♥❞ ❖ ②✳
✶ ♥❡✇ ❣♦❛❧
❍ ✿❂ ❢ ❝♦♥t✐♥✉❡
❍✵ ✿❂ ❳✳✶ ①
❍✶ ✿❂ ❱ ✈♦✐s✐♥❛❣❡❴❞❡✳✷ ❢ ①
❍✷ ✿❂ ❖ s✉❜s❡t ❱
❍✸ ✿❂ ❖ ♦✉✈❡rt✳✷
✶✺✶
❍✹ ✿❂ ❖ ②
⑤✲ ✐♥✈❡rs❡ ❢ ❱ ❳✳✶ ✈♦✐s✐♥❛❣❡❴❞❡✳✶ ①
❜② ❢ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡❞✉❝❡ ✭✐♥✈❡rs❡ ❢ ❖ ❳✳✶✮ ♦✉✈❡rt✳✶ ✫ ✭✐♥✈❡rs❡ ❢ ❖ ❳✳✶✮ ①✳
✶ ♥❡✇ ❣♦❛❧
❍ ✿❂ ❢ ❝♦♥t✐♥✉❡
❍✵ ✿❂ ❳✳✶ ①
❍✶ ✿❂ ❱ ✈♦✐s✐♥❛❣❡❴❞❡✳✷ ❢ ①
❍✷ ✿❂ ❖ s✉❜s❡t ❱
❍✸ ✿❂ ❖ ♦✉✈❡rt✳✷
❍✹ ✿❂ ❖ ②
❍✺ ✿❂ ✐♥✈❡rs❡ ❢ ❖ ❳✳✶ ♦✉✈❡rt✳✶ ✫ ✐♥✈❡rs❡ ❢ ❖ ❳✳✶ ①
⑤✲ ✐♥✈❡rs❡ ❢ ❱ ❳✳✶ ✈♦✐s✐♥❛❣❡❴❞❡✳✶ ①
❞❡❞✉❝❡ ✭✐♥✈❡rs❡ ❢ ❖ ❳✳✶✮ s✉❜s❡t ✭✐♥✈❡rs❡ ❢ ❱ ❳✳✶✮ tr✐✈✐❛❧✳
✵ ♥❡✇ ❣♦❛❧
❘❡♠❛rq✉❡ ■❱✳✶✳✶ ▲❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❧♦❝❛❧✳ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❞é✜♥✐ ❝❡ ♠♦t ❝❧é
❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ r❡str❡✐♥t✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡st t♦✉t à ❢❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧✬② ✐♥❝❧✉r❡✳ ■❧ ❢❛✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t
❜✐❡♥ ♥♦t❡r q✉❡ s♦♥ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♥❡ ♠♦❞✐✜❡ ❡♥ r✐❡♥ ❧❡s ❜✉ts ❝♦✉r❛♥ts✱ ❡t q✉✬✐❧ ♥❡ s✬❛❣✐t
q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛❞♠✐♥✐str❛t✐✈❡✱ q✉✐ ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ❛✈❛♥❝❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳
■❱✳✷ Pr❡✉✈❡ ✷
❘❛♣♣❡❧♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❡t s❛ ♣r❡✉✈❡ ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✹ P♦✉r t♦✉t❡s s✉✐t❡s (un)n∈N ❡t (vn)n∈N ❡t ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ l✱ s✐ (vn)n∈N
❡st ❡①tr❛✐t❡ ❞❡ (un)n∈N ❡t s✐ (un)n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs l✱ ❛❧♦rs (vn)n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs l✳
Pr❡✉✈❡ ✿ ❙♦✐t vn ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①tr❛✐t❡ ❞❡ un ❛✈❡❝ un q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs l✱ ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ vn
❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs l✳ ❈✬❡st à ❞✐r❡ ✿ s♦✐t e > 0✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♣r♦✉✈❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ n1 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r
t♦✉t n > n1 d(vn, l) < e✳ ❈♦♠♠❡ vn ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①tr❛✐t❡ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f
❝r♦✐ss❛♥t❡ t❡❧❧❡ q✉❡ vn = uf(n) ♣♦✉r t♦✉t n✳
❈♦♠♠❡ e > 0 ❡t un ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs l✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ n0 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n > n0 d(un, l) < e✳
❙♦✐t n > n0✱ ♠♦♥tr♦♥s q✉✬❛❧♦rs d(vn, l) < e✳ ▼❛✐s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s✐ f(n) > n0✱ ❝♦♠♠❡
vn = uf(n)✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛✉r❛ ❞é♠♦♥tré q✉❡ vn ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs l✳ ❈♦♠♠❡ f ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡t q✉❡
n > n0✱ ♦♥ ❛ f(n) > f(n0) ≥ n0✱ ❞✬♦ù f(n) > n0✳ ✷
❱♦✐❝✐ ✉♥❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s q✉✬✐❧ ② ❛ ❞❡✉① s②♠❜♦❧❡s > ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ❃❃ ❡t ❃✳ ❊♥ ❡✛❡t
❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❛ ❞é✜♥✐ ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡s ré❡❧s ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❡♥t✐❡rs✳ ◆♦✉s ♥❡
❞♦♥♥♦♥s ♣❛s ✐❝✐ ❧❡s ❜✉ts ❝♦✉r❛♥ts ❛♣rès ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡✱ ❝❡❝✐ ❛✜♥ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡
❧❡❝t✉r❡ ❞✉ t❡①t❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❡t ❞❡ s❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥✳
✶✺✷
❧❡t ✈❴♥✱✉❴♥✱❧ ❛ss✉♠❡ ✈❴♥ ❡①tr❛✐t❡❴❞❡ ✉❴♥
❛♥❞ ✉❴♥ ❝♦♥✈❡r❣❡❴✈❡rs ❧ s❤♦✇ ✈❴♥ ❝♦♥✈❡r❣❡❴✈❡rs ❧✳
❧❡t ❡❃❃③❡r♦ s❤♦✇ ❭✴♥❴✶ ✴❭♥ ❃ ♥❴✶ ❞ ✭✈❴♥ ♥✮ ❧ ❁❁ ❡✳
❜② ✈❴♥ ❡①tr❛✐t❡❴❞❡ ✉❴♥ ❧❡t ❢ ❛ss✉♠❡ ❢ ❝r♦✐ss❛♥t❡
❛♥❞ ✴❭♥ ✭✈❴♥ ♥✮ ❂ ✉❴♥ ✭❢ ♥✮✳
❜② ❡❃❃③❡r♦ ❜② ✩✉❴♥ ❝♦♥✈❡r❣❡❴✈❡rs ❧✩ ❧❡t ♥❴✵
❛ss✉♠❡ ✴❭♥❃♥❴✵ ❞ ✭✉❴♥ ♥✮ ❧ ❁❁❡✳
❧❡t ♥ ❛ss✉♠❡ ♥❃♥✵ s❤♦✇ ❞ ✭✉❴♥ ♥✮ ❧ ❁❁ ❡✳
♣r♦✈❡ ❢ ♥ ❃ ♥❴✵ ✐♥ ❜② ✴❭♥ ✭✈❴♥ ❂ ✉❴♥ ✭❢ ♥✮✮
❞❡❞✉❝❡ ✈❴♥ ❝♦♥✈❡r❣❡❴✈❡rs ❧ tr✐✈✐❛❧✳
❜② ❢ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❜② ♥❃♥❴✵ ❞❡❞✉❝❡ ❢ ♥ ❃ ❢ ♥❴✵ ❛♥❞ ❢ ♥❴✵ ❃❂ ♥❴✵✳
❞❡❞✉❝❡ ❢ ♥ ❃ ♥❴✵ tr✐✈✐❛❧✳
■❱✳✸ Pr❡✉✈❡ ✸
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡
r❡str❡✐♥t ❞é✜♥✐ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞♦♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛r❧é ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳
P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧✬❛♥❛❧②s❡ s②♥t❛①✐q✉❡✱ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s s♦♥t é❝r✐t❡s ❡♥tr❡ ✩✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ q✉❡
♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ❡st é✈✐❞❡♥t❡✱ ♠❛✐s ❧❡ ❜✉t ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉
❞é♠♦♥str❛t❡✉r✱ ❡♥ ❛✣❝❤❛♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ rè❣❧❡ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞✬êtr❡ ✈❛❧✐❞é❡✱ ♦♥ ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ ❛✉ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r✱ ❡t s✐ ❧❡
❜✉t q✉✐ ❧✉✐ ❛ été ❞♦♥♥é ❡st ♣r♦✉✈é✱ ❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r é❝r✐t ❧❛ ♠❡♥t✐♦♥ ✧▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st
♣r♦✉✈é❡✧✱ ❡t ❛✣❝❤❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳
■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s❛✈♦✐r q✉❡❧❧❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❛ été ♣r♦✉✈é❡ ❡♥ r❡❣❛r❞❛♥t ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❢♦r♠✉❧❡
❛✣❝❤é❡ ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ♥é❣❛t✐♦♥ ✭⑦✮ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♣r♦✉✈é❡✳
▲✬❛✣❝❤❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ✉♥❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥❝❡✱ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ét❛♥t ❜✐♥❛✐r❡✱
❡t t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s rè❣❧❡s ét❛♥t ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❈❡ q✉✐ ❡st ❛✣❝❤é ❡st ❞♦♥❝ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡
❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♣❛r rés♦❧✉t✐♦♥✳
◆♦✉s ✐♥❝✐t♦♥s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r à ❧✐r❡ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ♣♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ❜✉ts q✉✐ s♦♥t ❞♦♥♥és ❛✉
❞é♠♦♥str❛t❡✉r✳
◆é❛♥♠♦✐♥s ♣♦✉r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❤r❛s❡ ✐❧ ② ❛ ❡✉ tr♦✐s ❜✉ts à ♣r♦✉✈❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st
❧❛ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❡t ❛ ❛ss✉♠❡ ✩♣✭❛✮✩ s❤♦✇ ✩q✭❛✮✩✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ❜✉t ❡st ❧❛ ♣r❡✉✈❡ q✉❡
❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ q(a)✱ ❡t ❧❡ ❞❡r♥✐❡r t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♣❛r tr✐✈✐❛❧✳
▲❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✭✈♦✐r ❧✬❛♥♥❡①❡ ■■■ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✮ ✿
✭✸✺✮ ❡st ❧❡ ♥✉♠ér♦ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛✉s❡✳ ■❧ ♥❡ ❢❛✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s s✬✐♥q✉✐ét❡r ❞❡ ❧❛ ❣r❛♥❞❡✉r ❞❡
❝❡s ♥♦♠❜r❡s ❝❛r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♥✉♠ér♦s s♦♥t ❞♦♥♥és à ❝❤❛q✉❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝❧❛✉s❡ ❝réé❡ ♠ê♠❡
❛♣rès q✉✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ s♦✐t t❡r♠✐♥é❡✳
★ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡
✪ ❞♦♥♥❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡
✩❞❡❝ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✬✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❞♦♥♥❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❡t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
✩r❡s ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛ été ❛♣♣❧✐q✉é❡✱ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ❧❡ ❧✐ttér❛❧✳
✶✺✸
❃❃❃ ❣♦❛❧ ✩✭✴❭①✳✭♣✭①✮✲❃q✭①✮✮✮✲❃✴❭❛✳✭♣✭❛✮✲❃q✭❛✮✮✩
✶ ♥❡✇ ❣♦❛❧
⑤✲ ✴❭ ①✳ ✭♣✭①✮ ✲❃ q✭①✮✮ ✲❃ ✴❭ ❛✳ ✭♣✭❛✮ ✲❃ q✭❛✮✮
❃❃❃ ❛ss✉♠❡ ✩✴❭①✳✭♣✭①✮✲❃q✭①✮✮✩ s❤♦✇ ✩✴❭❛✳✭♣✭❛✮✲❃q✭❛✮✮✩
▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ✈r❛✐❡
❱♦✐❝✐ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ✿
❭✭✷✸✮ ✿ ★✵✳ ✪✹✳ ✩r❡s ✴❭ ①✳ ✭♣✭①✮ ✲❃ q✭①✮✮ ✲❃ ✴❭ ❛✳ ✭♣✭❛✮ ✲❃ q✭❛✮✮
❭✭✷✶✮✴❭ ①✳ ✭♣✭①✮ ✲❃ q✭①✮✮ ✲❃ ✴❭ ❛✳ ✭♣✭❛✮ ✲❃ q✭❛✮✮ ✿ ★✶✳ ✪✶✳
❭✭✷✷✮⑦✭✴❭ ①✳ ✭♣✭①✮ ✲❃ q✭①✮✮ ✲❃ ✴❭ ❛✳ ✭♣✭❛✮ ✲❃ q✭❛✮✮✮ ✿ ★✶✳ ✪✷✳
✶ ♥❡✇ ❣♦❛❧
✿✴❭ ①✳ ✭♣✭①✮ ✲❃ q✭①✮✮
⑤✲ ✴❭ ❛✳ ✭♣✭❛✮ ✲❃ q✭❛✮✮
❃❃❃ ❧❡t ❛ ❛ss✉♠❡ ✩♣✭❛✮✩ s❤♦✇ ✩q✭❛✮✩ ❞❡❞✉❝❡ ✩q✭❛✮✩ tr✐✈✐❛❧ s❤♦✇♥
▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ✈r❛✐❡
❱♦✐❝✐ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ✿
❭✭✷✼✮ ✿ ★✵✳ ✪✹✳ ✩r❡s ✴❭ ❛✳ ✭♣✭❛✮ ✲❃ q✭❛✮✮
❭✭✷✹✮✴❭ ❛✳ ✭♣✭❛✮ ✲❃ q✭❛✮✮ ✿ ★✶✳ ✪✶✳
❭✭✷✻✮⑦✴❭ ❛✳ ✭♣✭❛✮ ✲❃ q✭❛✮✮ ✿ ★✶✳ ✪✷✳
▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ✈r❛✐❡
❱♦✐❝✐ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ✿
❭✭✸✺✮ ✿ ★✵✳ ✪✼✳ ✩r❡s q✭❛✮
❭✭✸✸✮q✭❛✮ ✿ ★✺✳✹ ✪✸✳ ✩r❡s ♣✭❛✮
⑤❭✭✷✽✮♣✭❛✮ ✿ ★✶✳ ✪✶✳
⑤❭✭✸✷✮q✭①✮✱ ⑦♣✭①✮ ✿ ★✸✳✹ ✪✶✳ ✩❞❡❝ ✰✐♠♣ ♣✭①✮ ✲❃ q✭①✮
⑤ ❭✭✸✶✮♣✭①✮ ✲❃ q✭①✮ ✿ ★✷✳✸ ✪✶✳ ✩❞❡❝ ✰❢❛ ✴❭ ①✳ ✭♣✭①✮ ✲❃ q✭①✮✮
⑤ ❭✭✷✾✮✴❭ ①✳ ✭♣✭①✮ ✲❃ q✭①✮✮ ✿ ★✶✳ ✪✶✳
❭✭✸✵✮⑦q✭❛✮ ✿ ★✶✳ ✪✷✳
▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ✈r❛✐❡
❱♦✐❝✐ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ✿
❭✭✹✵✮ ✿ ★✵✳ ✪✹✳ ✩r❡s q✭❛✮
❭✭✸✻✮q✭❛✮ ✿ ★✶✳ ✪✶✳
❭✭✸✾✮⑦q✭❛✮ ✿ ★✶✳ ✪✷✳
❘✐❡♥ ❛ ♣r♦✉✈❡r
❘❡♠❛rq✉❡ ■❱✳✸✳✶ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ♣❡✉t ❛✈♦✐r r❡♠❛rq✉é ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧✬❛✣❝❤❛❣❡ ❞✉
❜✉t ❝♦✉r❛♥t ❡♥tr❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r❡✉✈❡ ❡t ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡✳ ▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♥♦♠♠é❡s
❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❛❧♦rs q✉✬❡❧❧❡s ❧❡ s♦♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✳ ❈❡❝✐ ❡st ♣♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ ❛✈❛♥t
❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥ ♥♦♠✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♥✬❡♥ ❞♦♥♥❡ ♣❛s✳
❉❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❛✈❡❝ ❧❛♥❣❛❣❡ r❡str❡✐♥t ✐♠♣❧é♠❡♥té ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝✐❞é
❞❡ ♥❡ ♣❛s ❛✣❝❤❡r ❞❡ ♥♦♠ à ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♥♦♥ ♥♦♠♠é❡s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❈❡❧❛ ❡①♣❧✐q✉❡
❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣r❡✉✈❡ ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥ ♥♦♠ ❞❛♥s ❧❡s ❜✉ts✳
✶✺✹
■❱✳✹ Pr❡✉✈❡ ✹
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ∀f, g((f ◦ g ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ∨ f ◦ g s✉r❥❡❝t✐✈❡)→ (g ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ∨ f s✉r❥❡❝t✐✈❡))✳
Pr❡✉✈❡ ✿ ❙♦✐t f ❡t g✳
✕ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ f◦g ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳ ❙♦✐t x ❡t y t❡❧s q✉❡ g(x) = g(y)✳ ❆❧♦rs f◦g(x) = f◦g(y)✳
P❛r ✐♥❥❡❝t✐✈✐té ❞❡ f ◦ g✱ x = y ❡t ❞♦♥❝ g ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳
✕ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ f ◦ g ❡st s✉r❥❡❝t✐✈❡✳ ❙♦✐t z✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ x t❡❧ q✉❡ f ◦ g(x)
❡st é❣❛❧ à z✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t f(g(x)) = z✳ ❉♦♥❝ f ❡st s✉r❥❡❝t✐✈❡✳ ✷
❱♦✐❝✐ ❝♦♠♠❡♥t ❢❛✐r❡ ❝❡❧❛ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡
r❡str❡✐♥t✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♥❡ ❣èr❡ ♣❛s ❧✬é❣❛❧✐té✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛❥♦✉t❡r ❞❡s ❛①✐♦♠❡s✱
q✉✐ s♦♥t tr❛♥s❢♦r♠és ❡♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ♣❛r ❧❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r✳
❛①✐♦♠ ✩✴❭❢✳ ✭✐♥❥✭❢✮ ❁✲❃ ✴❭①✱②✳ ✭❡q✭❛♣♣✭❢✱①✮✱❛♣♣✭❢✱②✮✮✲❃ ❡q✭①✱②✮✮✮✩
❛①✐♦♠ ✩✴❭❢✳ s✉r❥✭❢✮ ❁✲❃ ✴❭②✳ ❭✴①✳ ❡q✭❛♣♣✭❢✱①✮✱②✮✩
❛①✐♦♠ ✩✴❭❢✱❣✳ ✴❭①✳ ❡q✭❛♣♣✭r♦♥❞✭❢✱❣✮✱①✮✱❛♣♣✭❢✱❛♣♣✭❣✱①✮✮✮✩
❛①✐♦♠ ✩✴❭①✱②✱③✳ ✭❡q✭①✱②✮ ✲❃ ❡q ✭②✱③✮ ✲❃ ❡q✭①✱③✮✮✩
❛①✐♦♠ ✩✴❭①✱②✳ ✭❡q✭①✱②✮ ✲❃ ❡q✭②✱①✮✮✩
❛①✐♦♠ ✩✴❭①✳ ❡q✭①✱①✮✩
❛①✐♦♠ ✩✴❭❢✱①✱②✳ ✭❡q✭①✱②✮ ✲❃ ❡q✭❛♣♣✭❢✱①✮✱❛♣♣✭❢✱②✮✮✮✩
❣♦❛❧ ✩✴❭❢✱❣✳ ✭✭✐♥❥✭r♦♥❞✭❢✱❣✮✮ ♦r s✉r❥✭r♦♥❞✭❢✱❣✮✮✮ ✲❃ ✭s✉r❥✭❢✮ ♦r ✐♥❥✭❣✮✮✮✩
❧❡t ❢✱❣ ❜❡❣✐♥ ❛ss✉♠❡ ✩✐♥❥✭r♦♥❞✭❢✱❣✮✮✩ s❤♦✇ ✩✐♥❥✭❣✮✩
t❤❡♥ ❛ss✉♠❡ ✩s✉r❥✭r♦♥❞✭❢✱❣✮✮✩ s❤♦✇ ✩s✉r❥✭❢✮✩ ❡♥❞
❧❡t ①✱② ❛ss✉♠❡ ✩❡q✭❛♣♣✭❣✱①✮✱❛♣♣✭❣✱②✮✮✩ s❤♦✇ ✩❡q✭①✱②✮✩
❞❡❞✉❝❡ ✩❡q✭❛♣♣✭r♦♥❞✭❢✱❣✮✱①✮✱❛♣♣✭r♦♥❞✭❢✱❣✮✱②✮✮✩
❜② ✩✐♥❥✭r♦♥❞✭❢✱❣✮✮✩ ❞❡❞✉❝❡ ✩❡q✭①✱②✮✩ tr✐✈✐❛❧
❧❡t ③ s❤♦✇ ✩❭✴①✳ ❡q✭❛♣♣✭❢✱①✮✱③✮✩
❧❡t ① ❛ss✉♠❡ ✩❡q✭❛♣♣✭r♦♥❞✭❢✱❣✮✱①✮✱③✮✩
❞❡❞✉❝❡ ✩❡q✭❛♣♣✭❢✱❛♣♣✭❣✱①✮✮✱③✮✩ tr✐✈✐❛❧
❱♦✐❝✐ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ q✉✐ ❡st ✈❛❧✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♣rès ✐♥t❡r✲
♣rét❛t✐♦♥ ✿
❣♦❛❧ ✩✴❭❢✱❣✳ ✭✭✐♥❥✭r♦♥❞✭❢✱❣✮✮ ♦r s✉r❥✭r♦♥❞✭❢✱❣✮✮✮ ✲❃ ✭s✉r❥✭❢✮ ♦r ✐♥❥✭❣✮✮✮✩
❧❡t ❢✱❣
❜❡❣✐♥ ❛ss✉♠❡ ✩✐♥❥✭r♦♥❞✭❢✱❣✮✮✩
s❤♦✇ ✩✐♥❥✭❣✮✩
❧❡t ①✱② ❛ss✉♠❡ ✩❡q✭❛♣♣✭❣✱①✮✱❛♣♣✭❣✱②✮✮✩
s❤♦✇ ✩❡q✭①✱②✮✩
❞❡❞✉❝❡ ✩❡q✭❛♣♣✭r♦♥❞✭❢✱❣✮✱①✮✱❛♣♣✭r♦♥❞✭❢✱❣✮✱②✮✮✩
❜② ✩✐♥❥✭r♦♥❞✭❢✱❣✮✮✩ ❞❡❞✉❝❡ ✩❡q✭①✱②✮✩ tr✐✈✐❛❧
s❤♦✇♥
s❤♦✇♥
✶✺✺
t❤❡♥
❛ss✉♠❡ ✩s✉r❥✭r♦♥❞✭❢✱❣✮✮✩
s❤♦✇ ✩s✉r❥✭❢✮✩
❧❡t ③
s❤♦✇ ✩❭✴①✳ ❡q✭❛♣♣✭❢✱①✮✱③✮✩
❧❡t ① ❛ss✉♠❡ ✩❡q✭❛♣♣✭r♦♥❞✭❢✱❣✮✱①✮✱③✮✩
♣r♦♦❢
❞❡❞✉❝❡ ✩❡q✭❛♣♣✭❢✱❛♣♣✭❣✱①✮✮✱③✮✩ tr✐✈✐❛❧
❡♥❞♣r♦♦❢
s❤♦✇♥
s❤♦✇♥
❡♥❞
❖♥ ♣❡✉t ♣❡♥s❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✭q✉✐ ♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t ♥✬❡st q✉✬✉♥❡
s❡✉❧❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ t❡①t❡✮✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✱ r❡tr❛❝❡ ♣❧✉s ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱
q✉✐ ❡st ❢❛✐t❡ ♣❛r ❝❛s✳ ▲❡s ❝❛s ét❛♥t ❞♦♥♥és ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡✱ ❝❡ ♥✬❡st q✉✬❡♥ ❛②❛♥t ❛♥❛❧②sé
t♦✉t❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ ❧✬♦♥ s❛✐t s✉r q✉❡❧s ❝❛s s❡ ❜❛s❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉✬✐❝✐ s❡✉❧s q✉❡❧q✉❡s ♠♦ts ❝❧és s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♦♥t été ❛❥♦✉tés
à ✉♥❡ ♠✐s❡ ❜♦✉t à ❜♦✉t ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ét❛♣❡s✳ ▲❛
♣r❡✉✈❡ r❡st❡ ❞♦♥❝ ❛ss❡③ ❜✐❡♥ ❧✐s✐❜❧❡✱ s✉rt♦✉t s✐ ♦♥ ❧❛ str✉❝t✉r❡✳ ◆♦t♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉✬✐❧
♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ q✉❡ ❞❡ t❡❧❧❡s ♣r❡✉✈❡s s♦✐❡♥t ❧✐s✐❜❧❡s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ✜♥❛❧ ♥✬❛
♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t ♣❛s ❛❝❝ès à ❝❡ ❧❛♥❣❛❣❡✱ q✉✐ r❡st❡ ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳
■❱✳✺ Pr❡✉✈❡ ✺
❉❡✉① ❡①❡r❝✐❝❡s ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ s✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❛❞❤ér❡♥ts✱ ✐s♦❧és ❡t ❞✬❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚♦✉t
❞✬❛❜♦r❞ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥♥❡r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s tr♦✐s ♥♦t✐♦♥s✳
❛①✐♦♠ ✩✴❭❆✱①✳ ✭❛❞❤✭❆✱①✮❁✲❃
✭✴❭❡✳ ✭❧❡ss✭③❡r♦✭✮✱❡✮ ✲❃ ❭✴②✳ ✭❛♣♣✭❆✱②✮ ✫ ❧❡ss✭❞✭①✱②✮✱❡✮✮✮✮✮✩
❛①✐♦♠ ✩✴❭❆✱①✳ ✭✐s♦❧✭❆✱①✮❁✲❃
✭❛♣♣✭❆✱①✮ ✫ ❭✴❡✳ ✭❧❡ss✭③❡r♦✭✮✱❡✮
✫ ✴❭②✳ ✭✭❧❡ss✭❞✭①✱②✮✱❡✮ ✫ ❛♣♣✭❆✱②✮✮
✲❃ ❡q ✭②✱①✮✮✮✮✮✩
❛①✐♦♠ ✩✴❭❆✱①✳ ✭❛❝❝✭❆✱①✮❁✲❃
✴❭❡✳ ✭❧❡ss✭③❡r♦✭✮✱❡✮
✲❃ ❭✴②✳ ✭❛♣♣✭❆✱②✮ ✫ ✭❧❡ss✭❞✭①✱②✮✱❡✮ ✫ ⑦❡q✭②✱①✮✮✮✮✮✩
❱♦✐❝✐ ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❡①❡r❝✐❝❡✱ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ q✉✬✉♥ ♣♦✐♥t ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥ ♣♦✐♥t ✐s♦❧é
❡t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✳
❣♦❛❧ ✩✴❭❆✱①✳ ⑦✭✐s♦❧✭❆✱①✮ ✫ ❛❝❝✭❆✱①✮✮✩
❧❡t ❆✱① ❛ss✉♠❡ ✩✐s♦❧✭❆✱①✮✩ ❬■s❪ ❛♥❞ ✩❛❝❝✭❆✱①✮✩ ❬❆❝❪ s❤♦✇ ✩❢❛❧s❡✩
❜② ❬■s❪ ❞❡❞✉❝❡ ✩❛♣♣✭❆✱①✮✩
❧❡t ❡ ❛ss✉♠❡ ✩❧❡ss✭③❡r♦✭✮✱❡✮✩
✶✺✻
❛♥❞ ✩✴❭②✳ ✭❧❡ss✭❞✭①✱②✮✱❡✮ ✫ ❛♣♣✭❆✱②✮✲❃ ❡q✭②✱①✮✮✩ ❬❊❪
❜② ❬❆❝❪ ❧❡t ② ❛ss✉♠❡ ✩❛♣♣✭❆✱②✮✩ ❛♥❞ ✩❧❡ss✭❞✭①✱②✮✱❡✮✩ ❛♥❞ ✩⑦✭❡q✭②✱①✮✮✩
❜② ❬❊❪ ❞❡❞✉❝❡ ✩❡q✭②✱①✮✩ tr✐✈✐❛❧
❆✈❛♥t ❞❡ ♣♦✉rs✉✐✈r❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❡♥❝♦r❡ ❛❥♦✉t❡r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ tr❛✐t❡r
❧✬é❣❛❧✐té✳
❛①✐♦♠ ✩✴❭①✳ ✭❡q✭❞✭①✱①✮✱③❡r♦✭✮✮✮✩
❛①✐♦♠ ✩✴❭①✱②✱③✳ ✭✭❡q✭①✱②✮ ✫ ❧❡ss✭②✱③✮✮✲❃ ❧❡ss✭①✱③✮✮✩
❛①✐♦♠ ✩✴❭❆✳ ✴❭①✱②✳ ✭❡q✭②✱①✮ ✲❃ ❛♣♣✭❆✱②✮ ✲❃ ❛♣♣✭❆✱①✮✮✩
❱♦✐❝✐ ❡♥✜♥ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❡①❡r❝✐❝❡ q✉✐ ❞é♠♦♥tr❡ q✉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❛❞❤ér❡♥t ❡st s♦✐t ✉♥ ♣♦✐♥t ✐s♦❧é✱
s♦✐t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✳
❣♦❛❧ ✩✴❭①✱❆✳ ✭❛❞❤✭❆✱①✮ ❁✲❃ ✭✐s♦❧✭❆✱①✮ ♦r ❛❝❝✭❆✱①✮✮✮✩
❧❡t ①✱❆ ❜❡❣✐♥ ❛ss✉♠❡ ✩❛❞❤✭❆✱①✮✩ s❤♦✇ ✩✐s♦❧✭❆✱①✮ ♦r ❛❝❝✭❆✱①✮✩
t❤❡♥ ❛ss✉♠❡ ✩✐s♦❧✭❆✱①✮✩ s❤♦✇ ✩❛❞❤✭❆✱①✮✩
t❤❡♥ ❛ss✉♠❡ ✩❛❝❝✭❆✱①✮✩ s❤♦✇ ✩❛❞❤✭❆✱①✮✩ ❡♥❞
❛ss✉♠❡ ✩❛❝❝✭❆✱①✮✩ ♣r♦♦❢ tr✐✈✐❛❧ ❡♥❞♣r♦♦❢
t❤❡♥ ❛ss✉♠❡ ✩⑦ ❛❝❝✭❆✱①✮✩ s❤♦✇ ✩✐s♦❧✭❆✱①✮✩
❧❡t ❡ ❛ss✉♠❡ ✩❧❡ss✭③❡r♦✭✮✱❡✮✩
❛♥❞ ✩✴❭②✳ ✭❛♣♣✭❆✱②✮ ✲❃ ✭⑦ ❧❡ss✭❞✭①✱②✮✱❡✮ ♦r ❡q✭②✱①✮✮✮✩ ❬❊q❪
❜② ✩❛❞❤✭❆✱①✮✩ ❧❡t ② ❛ss✉♠❡ ✩❛♣♣✭❆✱②✮✩ ❛♥❞ ✩❧❡ss✭❞✭①✱②✮✱❡✮✩
❜② ❬❊q❪ ✇✐t❤ ✩❛♣♣✭❆✱②✮✩ ❞❡❞✉❝❡ ✩❡q✭②✱①✮✩
tr✐✈✐❛❧
❧❡t ❡ ❛ss✉♠❡ ✩❧❡ss✭③❡r♦✭✮✱❡✮✩ s❤♦✇ ✩❧❡ss✭❞✭①✱①✮✱❡✮✩ tr✐✈✐❛❧ s❤♦✇♥
❜② ✩❛❝❝✭❆✱①✮✩ tr✐✈✐❛❧
❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r ✐❝✐ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ s❡ ❢❛✐s❛♥t ❛✈❡❝ tr♦✐s ❝❛s ✿ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐❡♥t
✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① t❤❡♥✳
❖♥ ✈♦✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❜②✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♦✉ ❛✈❡❝ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s✳
❆◆◆❊❳❊ ❱
P❘❊❯❱❊❙ ❉❯ ❈❍❆P■❚❘❊ ✺
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐ ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❧❛✐ssé❡s ✐♥❛❝❤❡✈é❡s✳
▲❡ ❧❡❝t❡✉r ❡st ✐♥❝✐té à ❧✐r❡ ❧❡s é♥♦♥❝és ❡t ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♣♦✉r
❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝❛s q✉✬✐❧ r❡st❡ à ♣r♦✉✈❡r✳
❱✳✶ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✹✳✹
✕ R = ∨ng ✿ S ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ Γ, (A ∨ B)
⊥ ❡t C = Γ, A⊥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛r
❤②♣♦t❤ès❡ ⊢LK Σ,Π ∧ (A ∨B),Π ∧A✳
ax
Π ⊢ Π
∧gd
Π ∧A ⊢ Π ⊢ Σ,Π ∧ (A ∨B),Π ∧A
cut
⊢ Σ,Π ∧ (A ∨B),Π
ax
A ⊢ A
∧gg
Π ∧A ⊢ A ⊢ Σ,Π ∧ (A ∨B),Π ∧A
cut
⊢ Σ,Π ∧ (A ∨B), A
∨dg
⊢ Σ,Π ∧ (A ∨B), A ∨B
∧d
⊢ Σ,Σ,Π ∧ (A ∨B),Π ∧ (A ∨B),Π ∧ (A ∨B)
c∗
d
⊢ Σ,Π ∧ (A ∨B)
✕ R = ∨nd ✿ S ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ Γ, (A ∨ B)
⊥ ❡t C = Γ, B⊥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛r
❤②♣♦t❤ès❡ ⊢LK Σ,Π ∧ (A ∨B),Π ∧B✳
ax
Π ⊢ Π
∧gd
Π ∧B ⊢ Π ⊢ Σ,Π ∧ (A ∨B),Π ∧B
cut
⊢ Σ,Π ∧ (A ∨B),Π
ax
B ⊢ B
∧gg
Π ∧B ⊢ B ⊢ Σ,Π ∧ (A ∨B),Π ∧B
cut
⊢ Σ,Π ∧ (A ∨B), B
∨dd
⊢ Σ,Π ∧ (A ∨B), A ∨B
∧d
⊢ Σ,Σ,Π ∧ (A ∨B),Π ∧ (A ∨B),Π ∧ (A ∨B)
c∗
d
⊢ Σ,Π ∧ (A ∨B)
✕ R =→p ✿ S ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ Γ, A → B ❡t C = Γ, A⊥, B✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛r
❤②♣♦t❤ès❡ ⊢LK Σ,Π ∧ ¬(A→ B),Π ∧A ∧ ¬B✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s T ❝♦♠♠❡
✶✺✽
ax
A ⊢ A
∧gg
Π ∧A ⊢ A
∧gd
Π ∧A ∧ ¬B ⊢ A
ax
B ⊢ B
¬g
¬B,B ⊢
∧gg
A ∧ ¬B,B ⊢
∧gg
Π ∧A ∧ ¬B,B ⊢
→g
Π ∧A ∧ ¬B,Π ∧A ∧ ¬B,A→ B ⊢
cg
Π ∧A ∧ ¬B,A→ B ⊢
¬d
Π ∧ ¬A ∧ ¬B ⊢ ¬(A→ B) ⊢ Σ,Π ∧ ¬(A→ B),Π ∧ ¬A ∧ ¬B
cut
⊢ Σ,Π ∧ ¬(A→ B),¬(A→ B)
❆❧♦rs
ax
Π ⊢ Π
∧gd
Π ∧A ⊢ Π
∧gd
Π ∧A ∧ ¬B ⊢ Π ⊢ Σ,Π ∧ ¬(A→ B),Π ∧A ∧ ¬B
cut
⊢ Σ,Π ∧ ¬(A→ B),Π T
∧d
⊢ Σ,Σ,Π ∧ ¬(A→ B),Π ∧ ¬(A→ B),Π ∧ ¬(A→ B)
c∗
d
⊢ Σ,Π ∧ ¬(A→ B)
✕ R =→ng ✿ S ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ Γ, (A → B)
⊥ ❡t C = Γ, A✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛r
❤②♣♦t❤ès❡ ⊢LK Σ,Π ∧ (A→ B),Π ∧ ¬A✳
ax
Π ⊢ Π
∧gd
Π ∧ ¬A ⊢ Π ⊢ Σ,Π ∧ (A→ B),Π ∧ ¬A
cut
⊢ Σ,Π ∧ (A→ B),Π
ax
A ⊢ A
¬g
¬A,A ⊢
∧gg
Π ∧ ¬A,A ⊢ ⊢ Σ,Π ∧ (A→ B),Π ∧ ¬A
cut
A ⊢ Σ,Π ∧ (A→ B)
→dg
⊢ Σ,Π ∧ (A→ B), A→ B
∧d
⊢ Σ,Σ,Π ∧ (A→ B),Π ∧ (A→ B),Π ∧ (A→ B)
c∗
d
⊢ Σ,Π ∧ (A→ B)
✕ R =→nd ✿ S ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ Γ, (A → B)
⊥ ❡t C = Γ, B⊥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛r
❤②♣♦t❤ès❡ ⊢LK Σ,Π ∧ (A→ B),Π ∧B✳
✶✺✾
ax
Π ⊢ Π
∧gd
Π ∧B ⊢ Π ⊢ Σ,Π ∧ (A→ B),Π ∧B
cut
⊢ Σ,Π ∧ (A→ B),Π
ax
B ⊢ B
∧gg
Π ∧B ⊢ B ⊢ Σ,Π ∧ (A→ B),Π ∧B
cut
⊢ Σ,Π ∧ (A→ B), B
→dd
⊢ Σ,Π ∧ (A→ B), A→ B
∧d
⊢ Σ,Σ,Π ∧ (A→ B),Π ∧ (A→ B),Π ∧ (A→ B)
c∗
d
⊢ Σ,Π ∧ (A→ B)
✕ R = ∧n ✿ S ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ Γ, (A ∧ B)⊥ ❡t C = Γ, A⊥, B⊥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛r
❤②♣♦t❤ès❡ ⊢LK Σ,Π ∧ (A ∧B),Π ∧A ∧B✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s T ❝♦♠♠❡
ax
A ⊢ A
∧gg
Π ∧A ⊢ A
∧gd
Π ∧A ∧B ⊢ A
ax
B ⊢ B
∧gg
A ∧B ⊢ B
∧gg
Π ∧A ∧B ⊢ B
∧d
Π ∧A ∧B,Π ∧A ∧B ⊢ A ∧B
cg
Π ∧A ∧B ⊢ A ∧B ⊢ Σ,Π ∧ (A ∧B),Π ∧A ∧B
cut
⊢ Σ,Π ∧ (A ∧B), A ∧B
❆❧♦rs
ax
Π ⊢ Π
∧gd
Π ∧A ⊢ Π
∧gd
Π ∧A ∧B ⊢ Π ⊢ Σ,Π ∧ (A ∧B),Π ∧A ∧B
cut
⊢ Σ,Π ∧ (A ∧B),Π T
∧d
⊢ Σ,Σ,Π ∧ (A ∧B),Π ∧ (A ∧B),Π ∧ (A ∧B)
c∗
d
⊢ Σ,Π ∧ (A ∧B)
✕ R = ∧pg ✿ S ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ Γ, A∧B ❡t C = Γ, A✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡
⊢LK Σ,Π ∧ ¬(A ∧B),Π ∧ ¬A✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s T ❝♦♠♠❡
ax
A ⊢ A
¬g
¬A,A ⊢
∧gg
Π ∧ ¬A,A ⊢
∧gd
Π ∧ ¬A,A ∧B ⊢
¬d
Π ∧ ¬A ⊢ ¬(A ∧B) ⊢ Σ,Π ∧ ¬(A ∧B),Π ∧ ¬A
cut
⊢ Σ,Π ∧ ¬(A ∧B),¬(A ∧B)
✶✻✵
❆❧♦rs
ax
Π ⊢ Π
∧gd
Π ∧ ¬A ⊢ Π ⊢ Σ,Π ∧ ¬(A ∧B),Π ∧ ¬A
cut
⊢ Σ,Π ∧ ¬(A ∧B),Π T
∧d
⊢ Σ,Σ,Π ∧ ¬(A ∧B),Π ∧ ¬(A ∧B),Π ∧ ¬(A ∧B)
c∗
d
⊢ Σ,Π ∧ ¬(A ∧B)
✕ R = ∧pd ✿ S ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ Γ, A∧B ❡t C = Γ, B✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡
⊢LK Σ,Π ∧ ¬(A ∧B),Π ∧ ¬B✳
ax
B ⊢ B
¬g
¬B,B ⊢
∧gg
Π ∧ ¬B,B ⊢
∧gg
Π ∧ ¬B,A ∧B ⊢
¬d
Π ∧ ¬B ⊢ ¬(A ∧B) ⊢ Σ,Π ∧ ¬(A ∧B),Π ∧ ¬B
cut
⊢ Σ,Π ∧ ¬(A ∧B),¬(A ∧B)
❆❧♦rs
ax
Π ⊢ Π
∧gd
Π ∧ ¬B ⊢ Π ⊢ Σ,Π ∧ ¬(A ∧B),Π ∧ ¬B
cut
⊢ Σ,Π ∧ ¬(A ∧B),Π T
∧d
⊢ Σ,Σ,Π ∧ ¬(A ∧B),Π ∧ ¬(A ∧B),Π ∧ ¬(A ∧B)
c∗
d
⊢ Σ,Π ∧ ¬(A ∧B)
✕ R = ¬n ✿ S ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ Γ, (¬A)⊥ ❡t C = Γ, A✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡
⊢LK Σ,Π ∧ (¬A),Π ∧ ¬A✱ ❝❡ q✉✐ ♣❛r ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❡ rés✉❧t❛t s♦✉❤❛✐té ✿
⊢ Σ,Π ∧ ¬A,Π ∧ ¬A
cd
⊢ Σ,Π ∧ ¬A
✕ R = ¬p ✿ S ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ Γ,¬A ❡t C = Γ, A⊥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡
⊢LK Σ,Π ∧ ¬(¬A),Π ∧A
✶✻✶
ax
Π ⊢ Π
∧gd
Π ∧A ⊢ Π ⊢ Σ,Π ∧ ¬(¬A),Π ∧A
cut
⊢ Σ,Π ∧ ¬(¬A),Π
ax
A ⊢ A
¬g
A,¬A ⊢
¬d
A ⊢ ¬(¬A)
∧gg
Π ∧A ⊢ ¬(¬A) ⊢ Σ,Π ∧ ¬(¬A),Π ∧A
cut
⊢ Σ,Π ∧ ¬(¬A),¬(¬A)
∧d
⊢ Σ,Π ∧ ¬(¬A),Π ∧ ¬(¬A)
cd
⊢ Σ,Π ∧ ¬(¬A)
✕ R = ∃p ✿ S ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ Γ,∃x.A(x) ❡t C = Γ, A(y) ❛✈❡❝ y ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢r❛î❝❤❡✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ⊢LK Σ,Π∧¬∃x.A(x),Π∧¬A(y)✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s T ❝♦♠♠❡
ax
A(y) ⊢ A(y)
¬g
¬A(y), A(y) ⊢
∧gg
Π ∧ ¬A(y), A(t) ⊢ ⊢ Σ,Π ∧ ¬∃x.A(x),Π ∧ ¬A(y)
cut
A(y) ⊢ Σ,Π ∧ ¬∃x.A(x)
∃g(∗)
∃x.A(x) ⊢ Σ,Π ∧ ¬∃x.A(x)
¬d
⊢ Σ,Π ∧ ¬∃x.A(x),¬∃x.A(x)
❆❧♦rs
ax
Π ⊢ Π
∧gd
Π ∧A(y) ⊢ Π ⊢ Σ,Π ∧ ¬∃x.A(x),Π ∧A(y)
cut
⊢ Σ,Π ∧ ¬∃x.A(x),Π T
∧d
⊢ Σ,Σ,Π ∧ ¬∃x.A(x),Π ∧ ¬∃x.A(x),Π ∧ ¬∃x.A(x)
c∗
d
⊢ Σ,Π ∧ ¬∃x.A(x)
✭✯✮ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ r❡♠♣❧✐❡✳
✕ R = ∃n ✿ S ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ Γ, (∃x.A(x))⊥ ❡t C = Γ, A(t)⊥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛r
❤②♣♦t❤ès❡ ⊢LK Σ,Π ∧ ∃x.A(x),Π ∧A(t)✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s T ❝♦♠♠❡
ax
A(t) ⊢ A(t)
∧gg
Π ∧A(t) ⊢ A(t) ⊢ Σ,Π ∧ ∃x.A(x),Π ∧A(t)
cut
⊢ Σ,Π ∧ ∃x.A(x), A(t)
∃d
⊢ Σ,Π ∧ ∃x.A(x), ∃x.A(x)
✶✻✷
❆❧♦rs
ax
Π ⊢ Π
∧gd
Π ∧A(t) ⊢ Π ⊢ Σ,Π ∧ ∃x.A(x),Π ∧A(t)
cut
⊢ Σ,Π ∧ ∃x.A(x),Π T
∧d
⊢ Σ,Σ,Π ∧ ∃x.A(x),Π ∧ ∃x.A(x),Π ∧ ∃x.A(x)
c∗
d
⊢ Σ,Π ∧ ∃x.A(x)
✕ R = contrp ✿ S ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ Γ, A,A ❡t C = Γ, A✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡
⊢LK Σ,Π ∧ ¬A ∧ ¬A,Π ∧ ¬A✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s T ❝♦♠♠❡
ax
¬A ⊢ ¬A
∧gg
Π ∧ ¬A ⊢ ¬A ⊢ Σ,Π ∧ ¬A ∧ ¬A,Π ∧ ¬A
cut
⊢ Σ,Π ∧ ¬A ∧ ¬A,¬A
❆❧♦rs
ax
Π ⊢ Π
∧gd
Π ∧ ¬A ⊢ Π ⊢ Σ,Π ∧ ¬A ∧ ¬A,Π ∧ ¬A
cut
⊢ Σ,Π ∧ ¬A ∧ ¬A),Π
T T
∧d
⊢ Σ,Σ,Π ∧ ¬A ∧ ¬A,Π ∧ ¬A ∧ ¬A,¬A ∧ ¬A
∧d
⊢ Σ,Σ,Σ,Π ∧ ¬A ∧ ¬A,Π ∧ ¬A ∧ ¬A,Π ∧ ¬A ∧ ¬A,Π ∧ ¬A ∧ ¬A
c∗
d
⊢ Σ,Π ∧ ¬A ∧ ¬A
✕ R = contrn ✿ S ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ Γ, A⊥, A⊥ ❡t C = Γ, A⊥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛r
❤②♣♦t❤ès❡ ⊢LK Σ,Π ∧A ∧A,Π ∧A✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s T ❝♦♠♠❡
ax
A ⊢ A
∧gg
Π ∧A ⊢ A ⊢ Σ,Π ∧A ∧A,Π ∧A
cut
⊢ Σ,Π ∧A ∧A,A
ax
A ⊢ A
∧gg
Π ∧A ⊢ A ⊢ Σ,Π ∧A ∧A,Π ∧A
cut
⊢ Σ,Π ∧A ∧A,A
∧d
⊢ Σ,Σ,Π ∧A ∧A,Π ∧A ∧A,A ∧A
❆❧♦rs
ax
Π ⊢ Π
∧gd
Π ∧A ⊢ Π ⊢ Σ,Π ∧A ∧A,Π ∧A
cut
⊢ Σ,Π ∧A ∧A),Π T
∧d
⊢ Σ,Σ,Σ,Π ∧A ∧A,Π ∧A ∧A,Π ∧A ∧A,Π ∧A ∧A
c∗
d
⊢ Σ,Π ∧A ∧A
✕ R = res ✿ S ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ Γ⊥,∆, A ❡t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ Γ′⊥,∆′, A⊥ ❡t C = Γ⊥,Γ⊥,∆,∆′✳
✶✻✸
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ⊢LK Σ,Π ∧ ¬A,Π′ ∧A,Π ∧Π′✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s T ❝♦♠♠❡
ax
A ⊢ A
¬d
⊢ ¬A,A
ax
Π ⊢ Π
∧gd
Π ∧Π′ ⊢ Π ⊢ Σ,Π ∧ ¬A,Π′ ∧A,Π ∧Π′
cut
⊢ Σ,Π ∧ ¬A,Π′ ∧A,Π
∧d
⊢ Σ,Π ∧ ¬A,Π′ ∧A,Π ∧ ¬A,A
❆❧♦rs
ax
A ⊢ A
ax
Π′ ⊢ Π′
∧gd
Π ∧Π′ ⊢ Π′ ⊢ Σ,Π ∧ ¬A,Π′ ∧A,Π ∧Π′
cut
⊢ Σ,Π ∧ ¬A,Π′ ∧A,Π′
∧d
A ⊢ Σ,Π ∧ ¬A,Π′ ∧A,Π′ ∧A T
cut
⊢ Σ,Σ,Π ∧ ¬A,Π ∧ ¬A,Π ∧ ¬A,Π′ ∧A,Π′ ∧A,Π′ ∧A
c∗
d
⊢ Σ,Π ∧ ¬A,Π′ ∧A
✷
❱✳✷ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✹✳✺
✕ ax
A ⊢ A
✿ ❆❧♦rs ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥
S = A;A⊥
res
S;
✕
Γ, A ⊢ ∆
∧gd
Γ, A ∧B ⊢ ∆
✿ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡
✈✐❞❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ S1;A✱ S1 r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ♣♦✉r Γ ❡t ∆ ✭❝❡ s❡r❛ ❧❛
♠ê♠❡ ❝❤♦s❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s s✉✐✈❛♥ts✮✳ ❖r ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ∧pg ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❝❧❛✉s❡s S1;A;A ∧B à ♣❛rt✐r ❞❡ S1;A ∧B ❡t ♥♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❣râ❝❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ✺✳✸✳✹✳
✕
Γ, B ⊢ ∆
∧gg
Γ, A ∧B ⊢ ∆
✿ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡
✈✐❞❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ T = S1;B✳ ❖r ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ∧pd ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s
S1;B;A ∧B à ♣❛rt✐r ❞❡ S1;A ∧B ❡t ♥♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❣râ❝❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ✺✳✸✳✹✳
✕
Γ ⊢ A,∆ Γ′ ⊢ B,∆′
∧d
Γ,Γ′ ⊢ A ∧B,∆,∆′
✿ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ S1;A⊥ ❡t à ♣❛rt✐r ❞❡ S′1;B
⊥✳ ❖r ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ∧n ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s S1;S′1;A
⊥, B⊥; (A ∧ B)⊥ à ♣❛rt✐r ❞❡ S1;S′1; (A ∧ B)
⊥✳ P❛r ❧❡
❧❡♠♠❡ ✺✳✸✳✹✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ S1;S′1;A
⊥; (A∧B)⊥✳
❙✐ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ♥✬✉t✐❧✐s❡ ♣❛s ❧❛ ❝❧❛✉s❡ A⊥ ❛❧♦rs ❝✬❡st ✜♥✐✳ ❙✐♥♦♥ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✺✳✸✳✶✵ ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ B⊥ à ♣❛rt✐r ❞❡ S1;S′1;A
⊥, B⊥; (A∧B)⊥✳ ❯♥❡ s❡❝♦♥❞❡
✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✺✳✸✳✹ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❣râ❝❡ à ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡
à ♣❛rt✐r ❞❡ S′1;B
⊥✳
✕
Γ, A ⊢ ∆ Γ′, B ⊢ ∆′
∨g
Γ,Γ′, A ∨B ⊢ ∆,∆′
✿ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
✶✻✹
❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ S1;A ❡t à ♣❛rt✐r ❞❡ S′1;B✳ ❖r ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ∨p ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s S1;S′1;A,B;A ∨B à ♣❛rt✐r ❞❡ S1;S
′
1;A ∨B✳ P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✺✳✸✳✹✱
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ S1;S′1;A;A ∨ B✳ ❙✐ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥
♥✬✉t✐❧✐s❡ ♣❛s ❧❛ ❝❧❛✉s❡ A ❛❧♦rs ❝✬❡st ✜♥✐✳ ❙✐♥♦♥ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✺✳✸✳✶✵ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ B à ♣❛rt✐r ❞❡ S1;S′1;A,B;A ∨ B✳ ❯♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✺✳✸✳✹
♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❣râ❝❡ à ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ S′1;B✳
✕
Γ ⊢ A,∆
∨dg
Γ ⊢ A ∨B,∆
✿ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡
à ♣❛rt✐r ❞❡ S1;A⊥✳ ❖r ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ∨ng ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s
S1;A
⊥; (A ∨B)⊥ à ♣❛rt✐r ❞❡ S1; (A ∨B)⊥ ❡t ♥♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❣râ❝❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ✺✳✸✳✹✳
✕
Γ ⊢ B,∆
∨dd
Γ ⊢ A ∨B,∆
✿ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡
à ♣❛rt✐r ❞❡ S1;B⊥✳ ❖r ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ∨nd ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s
S1;B
⊥; (A ∨B)⊥ à ♣❛rt✐r ❞❡ S1; (A ∨B)⊥ ❡t ♥♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❣râ❝❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ✺✳✸✳✹✳
✕
Γ, B ⊢ ∆ Γ′ ⊢ A,∆′
→g
Γ,Γ′, A→ B ⊢ ∆,∆′
✿ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ S1;A⊥ ❡t à ♣❛rt✐r ❞❡ S′1;B✳ ❖r ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ →p ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s S1;S′1;A
⊥, B;A → B à ♣❛rt✐r ❞❡ S1;S′1;A → B✳ P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡
✺✳✸✳✹✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ S1;S′1;A
⊥;A → B✳ ❙✐ ❧❛
❞ér✐✈❛t✐♦♥ ♥✬✉t✐❧✐s❡ ♣❛s ❧❛ ❝❧❛✉s❡ A⊥ ❛❧♦rs ❝✬❡st ✜♥✐✳ ❙✐♥♦♥ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✺✳✸✳✶✵ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ B à ♣❛rt✐r ❞❡ S1;S′1;A
⊥, B;A→ B✳ ❯♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞✉ ❧❡♠♠❡ ✺✳✸✳✹ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❣râ❝❡ à ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ à ♣❛rt✐r
❞❡ S′1;B✳
✕
Γ, A ⊢ ∆
→dg
Γ ⊢ A→ B,∆
✿ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡
✈✐❞❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ S1;A✳ ❖r ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ →ng ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s
S1;A; (A→ B)
⊥ à ♣❛rt✐r ❞❡ S1; (A→ B)⊥ ❡t ♥♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❣râ❝❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ✺✳✸✳✹✳
✕
Γ ⊢ B,∆
→dd
Γ ⊢ A→ B,∆
✿ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡
✈✐❞❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ T = S1;B⊥✳ ❖r ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ →nd ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s
S1;B
⊥; (A→ B)⊥ à ♣❛rt✐r ❞❡ S1; (A→ B)⊥ ❡t ♥♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❣râ❝❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ✺✳✸✳✹✳
✕
Γ ⊢ A,∆
¬g
Γ,¬A ⊢ ∆
✿ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ à
♣❛rt✐r ❞❡ T = S1;A⊥✳ ❖r ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ¬p ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s S1;A⊥;¬A
à ♣❛rt✐r ❞❡ S1;¬A ❡t ♥♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❣râ❝❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ✺✳✸✳✹✳
✕
Γ, A ⊢ ∆
¬d
Γ ⊢ ¬A,∆
✿ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ à
♣❛rt✐r ❞❡ T = S1;A✳ ❖r ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ¬n ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s
S1;A; (¬A)
⊥ à ♣❛rt✐r ❞❡ S1; (¬A)⊥ ❡t ♥♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❣râ❝❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ✺✳✸✳✹✳
✕
Γ, A[y/x] ⊢ ∆
∃g
Γ,∃xA ⊢ ∆
✿ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡
✈✐❞❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ T = S1;A(y)✳ ❖r ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ∃p ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s
S1;A(y);∃x.A(x) à ♣❛rt✐r ❞❡ S1;∃x.A(x) ❡t ♥♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❣râ❝❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ✺✳✸✳✹✳ ❘❡✲
✶✻✺
♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❛ rè❣❧❡ ∃g ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❛ rè❣❧❡ ∃p ❡st
r❡s♣❡❝té❡✳
✕
Γ ⊢ A[t/x],∆
∃d
Γ ⊢ ∃xA,∆
✿ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡
à ♣❛rt✐r ❞❡ T = S1;A(t)⊥✳ ❖r ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ∃n ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s
S1;A(t)
⊥; (∃x.A(x))⊥ à ♣❛rt✐r ❞❡ S1; (∃x.A(x))⊥ ❡t ♥♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❣râ❝❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡
✺✳✸✳✹✳
✕
Γ ⊢ ∆
wg
Γ, A ⊢ ∆
✿ ❧✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✺✳✸✳✹ ♣❡r♠❡tt❡♥t ✐❝✐ ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡✳
✕
Γ ⊢ ∆
wd
Γ ⊢ A,∆
✿ ✐❞❡♠✳
✕
Γ, A,A ⊢ ∆
cg
Γ, A ⊢ ∆
✿ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝❧❛✉s❡s s♦♥t ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✱ ♥♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s
❣râ❝❡ à ❧✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ♥❡ ✈❡✉t ♣❛s ✈♦✐r ❧❡s ❝❤♦s❡s ❛✐♥s✐✱ ✐❧ s✉✣t ❥✉st❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r
q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ à ✈♦❧♦♥té ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ét❛♥t
❝r♦✐ss❛♥t✳
✕
Γ ⊢ A,A,∆
cd
Γ ⊢ A,∆
✿ ✐❞❡♠✳ ✷
❱✳✸ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✼✳✽
✕ R = ∨p ✿ S ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ Γ, A ∨ B ❡t C = Γ, A,B✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣r♦✉✈❡r
∀xi(Π ∨ (A ∨B)) ⊢LK ∀yi(Π ∨A ∨B)✳
▲❡s ❞❡✉① ❢♦r♠✉❧❡s ét❛♥t é❣❛❧❡s✱ ❝✬❡st é✈✐❞❡♥t✳
✕ R = ∨ng ✿ S ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ Γ, (A ∨B)
⊥ ❡t C = Γ, A⊥✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣r♦✉✈❡r
∀xi(Π ∨ ¬(A ∨B)) ⊢LK ∀yj(Π ∨ ¬A)✳
❙✐ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s ✉♥❡ str✉❝t✉r❡✱ ♣r♦✉✈♦♥s q✉❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡✳
❙✐ ❡❧❧❡ ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡
(Π ∨ ¬A)σ ❡st ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ Πσ ❡st ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡ ❡t Aσ ❡st ✈❛❧✐❞❡✳ ❖r s✐
Πσ ❡st ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡✱ ❛❧♦rs ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ¬(A∨B)σ ❡st ✈❛❧✐❞❡✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ (A∨B)σ
❡st ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡✱ ❞♦♥❝ q✉❡ Aσ ❡st ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✳
✕ R = ∨nd ✿ S ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ Γ, (A ∨B)
⊥ ❡t C = Γ, B⊥✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣r♦✉✈❡r
∀xi(Π ∨ ¬(A ∨B)) ⊢LK ∀yj(Π ∨ ¬B)✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ s❡ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t A ♣❛r B✳
✕ R =→p ✿ S ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ Γ, A→ B ❡t C = Γ, A⊥, B✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣r♦✉✈❡r
∀xi(Π ∨ (A→ B)) ⊢LK ∀yj(Π ∨ ¬A ∨B)✳
❈♦♠♠❡ A→ B ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ¬A ∨B ❞❛♥s t♦✉t❡ str✉❝t✉r❡✱ ❝✬❡st é✈✐❞❡♥t✳
✕ R =→ng ✿ S ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ Γ, (A→ B)
⊥ ❡t C = Γ, A✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣r♦✉✈❡r
∀xi(Π ∨ ¬(A→ B)) ⊢LK ∀yj(Π ∨A)✳
❙✐ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s ✉♥❡ str✉❝t✉r❡✱ ♣r♦✉✈♦♥s q✉❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡✳
❙✐ ❡❧❧❡ ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡
(Π ∨ A)σ ❡st ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ Πσ ❡st ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡ ❡t Aσ ❡st ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡✳
❖r s✐ Πσ ❡st ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡✱ ❛❧♦rs ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ¬(A→ B)σ ❡st ✈❛❧✐❞❡✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡
(A→ B)σ ❡st ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡✱ ❞♦♥❝ q✉❡ Aσ ❡st ✈❛❧✐❞❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✳
✶✻✻
✕ R =→nd ✿ S ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ Γ, (A→ B)
⊥ ❡t C = Γ, B⊥✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣r♦✉✈❡r
∀xi(Π ∨ ¬(A→ B)) ⊢LK ∀yj(Π ∨ ¬B)✳
❙✐ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s ✉♥❡ str✉❝t✉r❡✱ ♣r♦✉✈♦♥s q✉❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡✳
❙✐ ❡❧❧❡ ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡
(Π ∨ ¬B)σ ❡st ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ Πσ ❡st ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡ ❡t Bσ ❡st ✈❛❧✐❞❡✳ ❖r
s✐ Πσ ❡st ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡✱ ❛❧♦rs ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ¬(A → B)σ ❡st ✈❛❧✐❞❡✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡
(A→ B)σ ❡st ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡✱ ❞♦♥❝ q✉❡ Bσ ❡st ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✳
✕ R = ∧n ✿ S ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ Γ, (A ∧ B)⊥ ❡t C = Γ, A⊥, B⊥✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥❝
♣r♦✉✈❡r ∀xi(Π ∨ ¬(A ∧B)) ⊢LK ∀yj(Π ∨ ¬A ∨ ¬B)✳
❈♦♠♠❡ ¬A ∧B ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ¬A ∨ ¬B ❞❛♥s t♦✉t❡ str✉❝t✉r❡ ❝✬❡st é✈✐❞❡♥t✳
✕ R = ∧pg ✿ S ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ Γ, A ∧ B ❡t C = Γ, A✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣r♦✉✈❡r
∀xi(Π ∨ (A ∧B)) ⊢LK ∀yj(Π ∨A)✳
❙✐ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s ✉♥❡ str✉❝t✉r❡✱ ♣r♦✉✈♦♥s q✉❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡✳
❙✐ ❡❧❧❡ ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡
(Π ∨ A)σ ❡st ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ Πσ ❡st ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡ ❡t Aσ ❡st ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡✳
❖r s✐ Πσ ❡st ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡✱ ❛❧♦rs ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ (A ∧ B)σ ❡st ✈❛❧✐❞❡✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡
(A ∧B)σ ❡st ✈❛❧✐❞❡✱ ❞♦♥❝ q✉❡ Aσ ❡st ✈❛❧✐❞❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✳
✕ R = ∧pd ✿ S ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ Γ, A ∧ B ❡t C = Γ, B✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣r♦✉✈❡r
∀xi(Π ∨ (A ∧B)) ⊢LK ∀yj(Π ∨B)✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t A ♣❛r B✳
✕ R = ¬n ✿ S ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ Γ, (¬A)⊥ ❡t C = Γ, A✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣r♦✉✈❡r
∀xi(Π ∨ (¬¬A) ⊢LK ∀yj(Π ∨A)✳
❈♦♠♠❡ ¬¬A ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à A ❞❛♥s t♦✉t❡ str✉❝t✉r❡ ❝✬❡st é✈✐❞❡♥t✳
✕ R = ¬p ✿ S ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ Γ,¬A ❡t C = Γ, A⊥✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣r♦✉✈❡r
∀xi(Π ∨ ¬A) ⊢LK ∀yi(Π ∨ ¬A)✳
▲❡s ❞❡✉① ❢♦r♠✉❧❡s ét❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❝✬❡st é✈✐❞❡♥t✳
✕ R = ∃p ✿ S ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ Γ,∃x.A(x, x1, . . . , xn) ❡t
C = Γ, A(f(y1, . . . , yn), y1, . . . , yn) ❛✈❡❝ f ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡t yk ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s
❞❡ A(y, y1, . . . , yn) ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ y✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣r♦✉✈❡r
∀xi(Π ∨ ∃x.A(x, x1, . . . , xn)) ⊢LK ∀yj(Π ∨A(f(y1, . . . , yn), y1, . . . , yn))✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❝✬❡st ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✺✳✼✳✹ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡
q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ∀n✳
✕ R = ∃n ✿ S ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ Γ, (∃x.A(x))⊥ ❡t C = Γ, A(z)⊥ ❛✈❡❝ z ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❢r❛î❝❤❡✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣r♦✉✈❡r ∀xi(Π ∨ ¬∃x.A(x)) ⊢LK ∀yj , z(Π ∨ ¬A(z))✳
❙✐ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s ✉♥❡ str✉❝t✉r❡✱ ♣r♦✉✈♦♥s q✉❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❡st ✈❛✲
❧✐❞❡✳ ❙✐ ❡❧❧❡ ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦✉r
❧❛q✉❡❧❧❡ (Π ∨ A(z))σ ❡st ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ Πσ ❡st ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡ ❡t A(z)σ
❡st ✈❛❧✐❞❡✳ ❖r s✐ Πσ ❡st ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡✱ ❛❧♦rs ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ¬∃x.A(x)σ ❡st ✈❛❧✐❞❡✱ ❝❡ q✉✐
s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ∃x.A(x)σ ❡st ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡✱ ❞♦♥❝ A(z)σ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡st ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡✱ ❝❡ q✉✐
❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✳
✕ R = contrp ✿ S ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ Γ, A,A′ ❡t C = Γσ,Aσ ❛✈❡❝ σ ❧✬✉♥✐✜❝❛t❡✉r ❧❡ ♣❧✉s
❣é♥ér❛❧ ❞❡ A ❡t A′✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣r♦✉✈❡r ∀xi(Π ∨A ∨A′) ⊢LK ∀yj(Πσ ∨Aσ)✳
❙✐ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s ✉♥❡ str✉❝t✉r❡✱ ♣r♦✉✈♦♥s q✉❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡✳
❙✐ ❡❧❧❡ ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ τ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡
✶✻✼
(Πσ ∨ Aσ)τ ❡st ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ Πστ ❡st ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡ ❡t Aστ ❡st ♥♦♥
✈❛❧✐❞❡✳ ❖r s✐ Πστ ❡st ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡✱ ❛❧♦rs ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ Aστ ∨A′στ ❡st ✈❛❧✐❞❡✱ ❡t ❝♦♠♠❡
Aσ = A′σ Aστ ❡st ✈❛❧✐❞❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✳
✕ R = contrn ✿ S ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ Γ, A⊥, A′⊥ ❡t C = Γσ,Aσ⊥ ❛✈❡❝ σ ❧✬✉♥✐✜❝❛t❡✉r ❧❡
♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞❡ A ❡t A′✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣r♦✉✈❡r
∀xi(Π ∨ ¬A ∨ ¬A
′) ⊢LK ∀yj(Πσ ∨ ¬Aσ)✳
❈✬❡st ❧❛ ♠ê♠❡ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t A ❡t A′ ♣❛r ❧❡✉r ♥é❣❛t✐♦♥✳
✕ R = res ✿ S ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ Γ, A ❡t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ Γ′, A′⊥ ❡t C = Γσ,Γ′σ ❛✈❡❝ σ
❧✬✉♥✐✜❝❛t❡✉r ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞❡ A ❡t A′✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣r♦✉✈❡r
∀xi(Π ∨A),∀x
′
j(Π
′ ∨ ¬A′) ⊢LK ∀yk(Πσ ∨Π
′σ)✳
❙✐ ❧❡s ❞❡✉① ❢♦r♠✉❧❡s à ❣❛✉❝❤❡ ❞✉ séq✉❡♥t s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s ❞❛♥s ✉♥❡ str✉❝t✉r❡✱ ♣r♦✉✈♦♥s q✉❡
❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❧✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t✳ ❙✐ ❡❧❧❡ ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s ❛❧♦rs ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ τ
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ (Πσ ∨Π′σ)τ ❡st ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ Πστ ❡t Π′στ
s♦♥t ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡s✳ ❖r ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ s✐ ❡❧❧❡s s♦♥t ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡s ❛❧♦rs ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ¬A′στ ❡st
✈❛❧✐❞❡ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt Aστ ❡st ✈❛❧✐❞❡✳ ❖r A′σ = Aσ✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡ ❝❛r ♦♥ ♥❡
♣❡✉t ♣❛s ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ à ❧❛ ❢♦✐s ✈❛❧✐❞❡ ❡t ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s ✉♥❡ str✉❝t✉r❡✳ ✷
❱✳✹ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✼✳✶✷
✕ F = A ∨ B ✿ P♦s♦♥s T = S′;C ′i, A,B✳ ❙✐ φ(T ) ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ φ(T ) s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s✳ ❉♦♥❝ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s
❞❡ φ(S′) s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s ❡t φ(C ′i, A,B) = ∀xi(C
′
i ∨A∨B) é❣❛❧❡♠❡♥t✳ ❖r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❞❡s
φ(Ci) = ∀xi(C
′ ∨A ∨B) ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡ ✭❝❛r φ(S) ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✮ ✿ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳
✕ F = (A ∨ B)⊥ ✿ P♦s♦♥s T = S′;C ′i, A
⊥;C ′i, B
⊥✳ ❙✐ φ(T ) ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡ ❛❧♦rs
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ φ(T ) s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s✳ ❉♦♥❝ ❧❡s
❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ φ(S′) s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s ❡t φ(C ′i, A
⊥) = ∀xi(C
′
i ∨ ¬A) ❡t φ(C
′
i, B
⊥) = ∀xi(C
′
i ∨
(¬B)) é❣❛❧❡♠❡♥t✳ ❖r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❞❡s φ(Ci) ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡ ❝❛r φ(S) ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✳
❉♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ t❡❧❧❡ q✉❡ C ′iσ ∨ ¬(A ∨ B)σ ❡st ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡✳ ❉♦♥❝ C
′
iσ
❡st ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡ ❡t ¬(A ∨B)σ ❡st ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡✳ ❖r ¬(A ∨B) ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ¬A ∧ ¬B ❡t
❞♦♥❝ s♦✐t φ(C ′i, A
⊥) s♦✐t φ(C ′i, B
⊥) ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡ ✿ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳
✕ F = A→ B ✿ P♦s♦♥s T = S′;C ′i, A
⊥, B✳ ❙✐ φ(T ) ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ φ(T ) s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s✳ ❉♦♥❝ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s
❞❡ φ(S′) s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s ❡t φ(C ′i, A
⊥, B) = ∀xi(C
′
i ∨ ¬A ∨ B é❣❛❧❡♠❡♥t✳ ❖r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡
❞❡s φ(Ci) ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡✳ ❉♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ t❡❧❧❡ q✉❡ C ′iσ∨¬(A→ B)σ
❡st ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡✳ ❉♦♥❝ C ′iσ ❡st ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡ ❡t (A → B)σ ❡st ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡✳ ❖r A → B ❡st
éq✉✐✈❛❧❡♥t à ¬A ∨B✱ ❞♦♥❝ φ(C ′i, A
⊥, B) ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈❛❧✐❞❡ ✿ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳
✕ F = (A → B)⊥ ✿ P♦s♦♥s T = S′;C ′i, A;C
′
i, B
⊥✳ ❙✐ φ(T ) ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡ ❛❧♦rs
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ φ(T ) s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s✳ ❉♦♥❝ ❧❡s
❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ φ(S′) s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s ❡t φ(C ′i, A) = ∀xi(C
′
i ∨A) ❡t φ(C
′
i, B
⊥) = ∀yi(C
′
i ∨ ¬B)
é❣❛❧❡♠❡♥t✳ ❖r ✉♥❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s φ(Ci) ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡✳ ❉♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
σ t❡❧❧❡ q✉❡ C ′iσ ∨¬(A→ B)σ ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡✳ ❉♦♥❝ C
′
iσ ❡st ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡ ❡t ¬(A→ B)σ
❡st ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡✳ ❖r ¬(A→ B) ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à A∧¬B ❞♦♥❝ s♦✐t φ(C ′i, A) s♦✐t φ(C
′
i, B
⊥)
♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡ ✿ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳
✕ F = (A ∧ B)⊥ ✿ P♦s♦♥s T = S′;C ′i, A
⊥, B⊥✳ ❙✐ φ(T ) ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡ ❛❧♦rs ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ φ(T ) s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s✳ ❉♦♥❝ ❧❡s
❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ φ(S′) s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s ❡t φ(C ′i, A
⊥, B⊥) = ∀yi(C
′
i ∨¬A∨¬B) é❣❛❧❡♠❡♥t✳ ❖r ❛✉
♠♦✐♥s ✉♥❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s φ(Ci) ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡✳ ❉♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ t❡❧❧❡
q✉❡ C ′iσ ∨ ¬(A ∧ B)σ ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡✳ ❉♦♥❝ C
′
iσ ❡st ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡ ❡t ¬(A ∧ B)σ ❡st ♥♦♥
✈❛❧✐❞❡✳ ❖r ¬(A ∧ B) ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ¬A ∨ ¬B✱ ❞♦♥❝ φ(C ′i, A
⊥, B⊥) ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡ ✿
❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳
✕ F = A∧B ✿ P♦s♦♥s T = S′;C ′i, A;C
′
i, B✳ ❙✐ φ(T ) ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ φ(T ) s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s✳ ❉♦♥❝ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s
❞❡ φ(S′) s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s ❡t φ(C ′i, A) = ∀yi(C
′
i ∨ A) ❡t φ(C
′
i, B) = ∀yi(C
′
i ∨ B) é❣❛❧❡♠❡♥t✳
❖r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❞❡s φ(Ci) ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡✳ ❉♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ t❡❧❧❡ q✉❡
C ′iσ ∨ (A ∧ B)σ ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡✳ ❞♦♥❝ C
′
iσ ❡st ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡ ❡t (A ∧ B)σ ❡st ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡✳
❉♦♥❝ φ(C ′i, A) ♦✉ φ(C
′
i, B) ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡ ✿ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳
✕ F = (¬A)⊥ ✿ P♦s♦♥s T = S′;C ′i, A✳ ❙✐ φ(T ) ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
str✉❝t✉r❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ φ(T ) s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s✳ ❉♦♥❝ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡
φ(S′) s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s ❡t φ(C ′i, A) = ∀yi(C
′
i ∨A) é❣❛❧❡♠❡♥t✳ ❖r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s
φ(Ci) ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡✳ ❉♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ t❡❧❧❡ q✉❡ C ′iσ∨¬¬Aσ ♥✬❡st ♣❛s
✈❛❧✐❞❡✳ ❉♦♥❝ C ′iσ ❡st ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡ ❡t ¬¬Aσ ❡st ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡✳ ❖r ¬¬A ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à A✱
❞♦♥❝ φ(C ′i, A) ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡ ✿ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳
✕ F = ¬A ✿ P♦s♦♥s T = S′;C ′i, A
⊥✳ ❙✐ φ(T ) ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
str✉❝t✉r❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ φ(T ) s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s✳ ❉♦♥❝ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡
φ(S′) s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s ❡t φ(C ′i, A
⊥) = ∀yi(C
′
i∨¬A) é❣❛❧❡♠❡♥t✳ ❖r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s
φ(Ci) = ∀yi(C
′
i ∨ ¬A) ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡ ✿ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳
✕ F = ∃x.A(x, x1, . . . , xn) ✿ P♦s♦♥s T = S′;C ′i, A(f(xi), x1, . . . , xn) ❛✈❡❝ f ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉
s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ❡t xi ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ A ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ x✳ ◆♦✉s s❛✈♦♥s ♣❛r ❧❡
❧❡♠♠❡ ✺✳✼✳✹ q✉❡ φ(T ) ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ φ(S) ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✳
✕ F = (∃x.A(x))⊥ ✿ P♦s♦♥s T = S′;C ′i, A(z)
⊥ ❛✈❡❝ z ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❙✐ φ(T ) ♥✬❡st
♣❛s ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ φ(T )
s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s✳ ❉♦♥❝ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ φ(S′) s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s ❡t φ(C ′i, A(z)
⊥) = ∀yi, z(C
′
i∨¬A(z))
é❣❛❧❡♠❡♥t✳ ❖r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s φ(Ci) ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡✳ ❉♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ t❡❧❧❡ q✉❡ C ′iσ ∨ ¬∃x.A(x)σ ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡✳ ❞♦♥❝ C
′
iσ ❡st ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡ ❡t
¬∃x.A(x)σ ❡st ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡✳ ❖r ¬∃x.A(x)σ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ∀x.¬A(x)✳ ❆✐♥s✐ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
¬A(z)σ ❡st ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡ ❞♦♥❝ φ(C ′i, A(z)) ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡ ✿ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ✷
✶✻✾
▲■❙❚❊ ❉❊❙ ◆❖❚❆❚■❖◆❙ ❊❚ ❉❊❙ ❙❨▼❇❖▲❊❙
◆♦t❛t✐♦♥ ❙✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❈❤❛♣✐tr❡
H ⊢ G ❙éq✉❡♥t ❡♥ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ✷
⊥ ❋♦r♠✉❧❡ ❢❛✉ss❡ ✷
@ ❈♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✐st❡s ✷
interpnc(nc,G) ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✷
interpncs(ncs,G) ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s✐♠♣❧❡ ✷
interpmeta(m,G) ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠ét❛✈❛r✐❛❜❧❡ ✷
I(H,meta) ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❛✈❛r✐❛❜❧❡ ✷
φc(meta) ❋♦r♠✉❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ✉♥ ❜✉t ❡st ❝❤❛♥❣é ✷
φi(meta) ❋♦r♠✉❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ❜✉t ❡st ✐♥❝❤❛♥❣é ✷
⊸ ❋❧è❝❤❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✸
→ ❋❧è❝❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st❡ ✸
−? ♦✉ −?i ❋❧è❝❤❡ s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡ ✸
 ♦✉  i ❋❧è❝❤❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ✸
λ◦ ❙②♠❜♦❧❡ ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✸
λ ❙②♠❜♦❧❡ ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ✸
λ⋆ ❙②♠❜♦❧❡ ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ✸
[Γ ; ∆] ⊢ t : β ❏✉❣❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❛❣❡ ✸
U(A,B) ❯♥✐✜❝❛t❡✉r ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞❡s t②♣❡s A ❡t B ✸
❚P✭t✮ ❚②♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✉ t❡r♠❡ t ✸
f(c, T ) t②♣❡ r❡♥❝♦♥tré à ❧✬❛❞r❡ss❡ c ❞✉ t②♣❡ T ✸
h(c, T ) ❚êt❡ ❞✉ t②♣❡ f(c, T ) ✸
[] ❆❞r❡ss❡ ✈✐❞❡ ✸
c :: d ❈♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❞✬❛❞r❡ss❡s ✸
ǫk ❆❞r❡ss❡ ❛✈❡❝ k ǫ ✸
ϕ(c, E) ❚❡r♠❡s ❥✉st✐✜❛♥ts ❧✬❛❞r❡ss❡ c ❞❛♥s E ✸
ϕ˜(c, x,E) ❚❡r♠❡s ❥✉st✐✜❛♥ts ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ ✸
E(C) ❊♥s❡♠❜❧❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❝❧❛ss❡ C ✸
❍(C) ❚êt❡ ❞❡ t②♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ C ✸
Φ(C) ❊♥s❡♠❜❧❡ ❥✉st✐✜❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ C ✸
❈❧(P ) ❈❧❛ss❡ ❞✉ ♣♦✐♥t P ✸
 ❈❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ ✹ ❡t ✺
♠❣✉ ❯♥✐✜❝❛t❡✉r ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ✭♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ✉♥✐✜❡r✮ ✹ ❡t ■
F⊥ ◆é❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ F ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ✺
▲❑ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s séq✉❡♥ts ❝❧❛ss✐q✉❡ ✺
Γ ⊢ ∆ ❙éq✉❡♥t ❞❛♥s ▲❑ ✺
⊢LK ❙②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ▲❑ ✺
ψ(C) ❚r❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛✉s❡ ❡♥ ❢♦r♠✉❧❡ ✭s②s✳ ❧♦❣✐q✉❡✮ ✺
φ(C) ❚r❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛✉s❡ ❡♥ ❢♦r♠✉❧❡ ✭s②s✳ ✐♠♣❧é♠❡♥té✮ ✺
rés✉♠é
❈❡tt❡ ❚❤ès❡ ❡st ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ tr♦✐s ❛♥s ❞❡ tr❛✈❛✐❧ s✉r ✉♥ ♣r♦❥❡t ♥♦♠♠é ❉❡♠♦◆❛t✳ ▲❡ ❜✉t
❞❡ ❝❡ ♣r♦❥❡t ❡st ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❡t ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s é❝r✐t❡s ❡♥ ❧❛♥❣✉❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳
▲✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ s❡ ❞é❝r✐t ❡♥ ✹ ♣❤❛s❡s ✿
✶✳ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣❛r ❞❡s ♦✉t✐❧s ❧✐♥❣✉✐st✐q✉❡s ❀
✷✳ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ r❡str❡✐♥t ❀
✸✳ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✉ t❡①t❡ tr❛❞✉✐t ❡♥ ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❀
✹✳ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳
❈❡ ♣r♦❥❡t ❛ ♠♦❜✐❧✐sé ❞❡s éq✉✐♣❡s ❞❡ ❧✐♥❣✉✐st❡s ❡t ❞❡ ❧♦❣✐❝✐❡♥s✱ ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ♣❤❛s❡s
ét❛♥t ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡s ❧✐♥❣✉✐st❡s✱ ❡t ❧❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐èr❡s ét❛♥t ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡s ❧♦❣✐❝✐❡♥s✳
❈❡tt❡ t❤ès❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❝❡ ♣r♦❥❡t ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts s✉✐✲
✈❛♥ts ✿
✕ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ r❡str❡✐♥t ❡t ❞❡ s♦♥ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❀
✕ ♣r♦♣r✐étés ❞✉ t②♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ t❡r♠❡s ❞✬✉♥ λ✲❝❛❧❝✉❧ t②♣é ❛✈❡❝ ❞❡✉① ✢è❝❤❡s ❡♥tr❛♥t ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ♦✉t✐❧ ❧✐♥❣✉✐st✐q✉❡✱ ❧❡s ❆❈●s ❀
✕ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳
❛❜str❛❝t
❚❤✐s ❚❤❡s✐s ✐s t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ ②❡❛rs ♦❢ ✇♦r❦ ✐♥ ❛ ♣r♦❥❡❝t ♥❛♠❡❞ ❉❡♠♦◆❛t✳ ❚❤❡
❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t ✐s t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ s②st❡♠ ❛❜❧❡ t♦ ❛♥❛❧②s❡ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦♦❢s
✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳
❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✿
✶✳ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❧✐♥❣✉✐st✐❝s t♦♦❧s ❀
✷✳ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐♥ ❛ r❡str✐❝t❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❀
✸✳ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ t❡①t ✐♥ ❛ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s tr❡❡ ❀
✹✳ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♣r♦✈❡r✳
❚❤✐s ♣r♦❥❡❝t ❡♥✈♦❧✈❡❞ t❡❛♠s ♦❢ ❧✐♥❣✉✐sts ❛♥❞ ❧♦❣✐❝✐❛♥s✱ t❤❡ ✜rst t✇♦ ♣❤❛s❡s ❜❡✐♥❣ t❤❡ t❛s❦
♦❢ t❤❡ ❧✐♥❣✉✐sts✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛sts ♦♥❡s ❜❡✐♥❣ t❤❡ t❛s❦ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✐❝✐❛♥s✳
❚❤✐s t❤❡s✐s ♣r❡s❡♥ts ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣s ♠❛✐♥❧② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✿
✕ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛♥❞ ✐ts ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❀
✕ ♣r♦♣r❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ t②♣❡ ♦❢ t❡r♠s ♦❢ ❛ t②♣❡❞ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s ✇✐t❤ t✇♦ ❛rr♦✇s✱ ♣❛rt
♦❢ ❛ ❧✐♥❣✉✐st✐❝ t♦♦❧✱ t❤❡ ❆❈●s ❀
✕ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♣r♦✈❡r✳
